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A B S T R A C T . 

We p r e s e n t a m o d e l o f v i n t a g e h u m a n c a p i t a l . T h e e c o n o m y 

e x h i b i t s e x o g e n o u s d e t e r m i n i s t i c t e c h n o l o g i c a l c h a n g e . T e c h n o l o g y 

r e q u i r e s s k i l l s t h a t a r e s p e c i f i c t o t h e v i n t a g e . A s t a t i o n a r y c o m 

p e t i t i v e e q u i l i b r i u m i s d e f i n e d a n d s h o w n t o e x i s t a n d b e u n i q u e , 

a s w e l l a s P a r e t o o p t i m a l . T h e s t a t i o n a r y e q u i l i b r i u m i s 

c h a r a c t e r i z e d b y a n e n d o g e n o u s d i s t r i b u t i o n o f s k i l l e d w o r k e r s 

a c r o s s v i n t a g e s . T h e d i s t r i b u t i o n i s s h o w n t o b e s i n g l e p e a k e d a n d 

t h e r e i s d i f f u s i o n o f t e c h n o l o g y i n t h e s e n s e t h a t t h e r e i s a l a g 

b e t w e e n t h e t i m e w h e n a t e c h n o l o g y a p p e a r s a n d t h e p e a k o f i t s 

u s a g e . A n i n c r e a s e i n t h e r a t e o f e x o g e n o u s t e c h n o l o g i c a l c h a n g e 

s h i f t s t h e d i s t r i b u t i o n o f h u m a n c a p i t a l t o m o r e r e c e n t v i n t a g e s 

a n d i n c r e a s e s t h e r e l a t i v e w a g e o f t h e u n s k i l l e d w o r k e r s i n e a c h 

v i n t a g e . 



S e c t i o n 1 I n t r o d u c t i o n . 

N e o c l a s s i c a l m o d e l s o f g r o w t h h a v e p r o v e d t o b e u s e f u l i n b o t h 

t h e o r e t i c a l a n d e m p i r i c a l a n a l y s i s . T h e k e y s o u r c e o f g r o w t h i n p e r 

c a p i t a o u t p u t i n s u c h m o d e l s i s e x o g e n o u s t e c h n o l o g i c a l c h a n g e w h i c h 

i s o f t e n a s s u m e d t o b e d i s e m b o d i e d . C a s u a l e m p i r i c i s m s u g g e s t s t h a t 

a c t u a l t e c h n o l o g i c a l c h a n g e i s e m b o d i e d i n v e r y s p e c i f i c t y p e s o f 

s k i l l s a s w e l l a s s p e c i f i c t y p e s o f p h y s i c a l c a p i t a l . T h e S c h u m -

p e t e r i a n n o t i o n o f ' c r e a t i v e d e s t r u c t i o n ' r e l i e s h e a v i l y o n c a p i t a l 

s p e c i f i c i t i e s . I n a w o r l d c h a r a c t e r i z e d b y s u c h s p e c i f i c i t i e s we 

w o u l d e x p e c t t h a t n e w . m o r e p r o d u c t i v e t e c h n o l o g i e s w i l l a d v a n c e 

m o r e s l o w l y t h a n t h e y w o u l d i n a w o r l d w h e r e a l l c a p i t a l i s c o s t -

l e s s l y t r a n s f e r a b l e . 

I n t h i s p a p e r , we c o n s t r u c t a m o d e l i n w h i c h we c o n s i d e r t h e 

p o l a r e x t r e m e o f c o s t l e s s l y t r a n s f e r a b l e c a p i t a l . I n d e e d we a s s u m e 

t h a t d e c i s i o n s o n i n v e s t m e n t a r e i r r e v e r s i b l e . T h e f i r s t m o d e l o f 

t h i s k i n d o f ' p u t t y c l a y ' c a p i t a l w a s b y S o l o w ( 1 9 6 0 ) who e x a m i n e d 

s i t u a t i o n s w h e r e t h e t y p e s o f c a p i t a l c o u l d b e a g g r e g a t e d a n d 

e c o n o m y w i d e o u t p u t r e p r e s e n t e d b y a s i n g l e p r o d u c t i o n f u n c t i o n . 

O u r i n t e r e s t i s t o d e v e l o p a m o d e l i n w h i c h we c a n a n a l y z e t h e 

i n t e r a c t i o n b e t w e e n c a p i t a l s p e c i f i c i t i e s a n d t h e r a t e o f a d v a n c e o f 

new t e c h n o l o g y . I t i s u n d e n i a b l e t h a t d r a m a t i c a d v a n c e s i n t e c h n o 

l o g y ( t h e i n v e n t i o n o f c o m p u t e r s a n d w o r d p r o c e s s o r s c o m e s t o m i n d ) 

d o n o t a c h i e v e l a r g e s c a l e s o o n a f t e r i n v e n t i o n . E v e n t o d a y we f i n d 

t h e a b a c u s o r t h e t y p e w r i t e r u s e f u l f o r s o m e p u r p o s e s . I n a d d i t i o n . 
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a s M a n s f i e l d ( 1 9 6 8 ) p o i n t s o u t " i t t o o k 2 0 y e a r s o r m o r e f o r a l l o f 

t h e m a j o r f i r m s [ i n s e v e r a l i n d u s t r i e s ] t o i n s t a l l c e n t r a l i z e d 

t r a f f i c c o n t r o l , c a r r e t a r d e r s , b y p r o d u c t c o k e o v e n s a n d c o n t i n u o u s 

a n n e a l i n g . " N o n e o f t h e s e i n v e n t i o n s w e r e p a t e n t a b l e b y t h e i r 

u s e r s . 

C l e a r l y , t h e f a c t t h a t t h e c a p i t a l g o o d s h a v e a l r e a d y b e e n 

p r o d u c e d i m p l i e s t h a t , i n g e n e r a l , i t w o u l d n o t b e r a t i o n a l s i m p l y 

t o d e s t r o y t h e m . We a r e i n t e r e s t e d , h o w e v e r , i n g o i n g a s t e p 

f u r t h e r . We w i s h t o e x a m i n e c i r c u m s t a n c e s u n d e r w h i c h e v e n t h o u g h 

i n a s e n s e n e w e r t e c h n o l o g i e s a r e s u p e r i o r , r e s o u r c e s a r e u s e d t o 

c r e a t e c a p i t a l w h i c h i s s p e c i f i c t o o l d e r t e c h n o l o g i e s . C o n t i n u i n g 

w i t h o u r e a r l i e r e x a m p l e we w a n t t o u n d e r s t a n d n o t o n l y why t y p e 

w r i t e r s a r e u s e d b u t why t h e y c o n t i n u e t o b e p r o d u c e d . 

O n e p o s s i b l e e x p l a n a t i o n f o r t h i s p h e n o m e n a i s t h a t a n i m p o r 

t a n t c o m p o n e n t o f c a p i t a l i s i n t h e f o r m o f h u m a n c a p i a l . T h e 

s k i l l s i n v o l v e d i n a p r o d u c t i o n p r o c e s s a r e s o m e t i m e s t r a n s f e r a b l e 

o n l y t o a l i m i t e d e x t e n t t o new p r o d u c t i o n p r o c e s s e s . I n a d d i t i o n , 

i t i s o f t e n t r u e t h a t t h e s e s k i l l s a r e a c q u i r e d o n l y b y p a r t i c i 

p a t i o n i n t h e p r o d u c t i o n p r o c e s s i t s e l f . 

T h e s e c o n s i d e r a t i o n s p r o m p t u s t o d e v e l o p a m o d e l o f h u m a n 

c a p i t a l w h i c h i s a c q u i r e d i n t h e p r o c e s s o f p r o d u c t i o n a n d i s 

s p e c i f i c t o t h e p a r t i c u l a r t e c h n o l o g y o f p r o d u c t i o n . I n o r d e r t o 

f o c u s o u r a t t e n t i o n o n t h i s p r o b l e m we a b s t r a c t f r o m p h y s i c a l 

c a p i t a l e n t i r e l y . I n a d d i t i o n , t h e l e a r n i n g o f new s k i l l s o r t h e 

t r a n s f e r o f e x i s t i n g k n o w l e d g e p r e s u m a b l y o c c u r s l a r g e l y f r o m o l d e r 

w o r k e r s t o y o u n g e r w o r k e r s . 
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We u s e a n o v e r l a p p i n g g e n e r a t i o n s m o d e l i n w h i c h a n e w g e n e 

r a t i o n i s b o r n i n e a c h p e r i o d a n d l i v e s f o r two p e r i o d s . T h e r e i s a 

s i n g l e c o m m o d i t y p r o d u c e d i n e a c h p e r i o d . A t t h e b e g i n n i n g o f e a c h 

p e r i o d , a n e w t e c h n o l o g y b e c o m e s a v a i l a b l e w h i c h i s m o r e p r o d u c t i v e 

t h a n a n y o f t h e p r e e x i s t i n g t e c h n o l o g i e s . We a s s u m e t h a t t h i s e x o 

g e n o u s t e c h n i c a l c h a n g e i s d e t e r m i n i s t i c a n d t h a t t h e new t e c h n o l o g y 

i s m o r e p r o d u c t i v e b y a c o n s t a n t f a c t o r ~t t h a n t h e t e c h n o l o g y t h a t 

b e c a m e a v a i l a b l e o n e p e r i o d e a r l i e r . 

Y o u n g w o r k e r s m u s t d e c i d e w h i c h v i n t a g e o f t e c h n o l o g y t h e y 

s h o u l d e n t e r . O n c e t h e y h a v e e n t e r e d a p a r t i c u l a r v i n t a g e , b y w o r 

k i n g i n t h a t v i n t a g e t h e y a c q u i r e s k i l l s t h a t a r e s p e c i f i c t o t h a t 

t e c h n o l o g y a t t h e e n d o f t h e f i r s t p e r i o d o f t h e i r l i v e s . A l l w o r 

k e r s w h o w o r k i n a g i v e n v i n t a g e a c q u i r e t h e s a m e s k i l l s . T h e s t a t e 

o f t h e e c o n o m y i s d e s c r i b e d b y t h e d i s t r i b u t i o n o f s k i l l s a c r o s s 

v i n t a g e s . T h e h i r i n g d e c i s i o n s o f f i r m s a n d t h e e n t r y d e c i s i o n s o f 

y o u n g w o r k e r s i m p l i e s a d i s t r i b u t i o n f o r s u c c e e d i n g p e r i o d s . T h e 

e x i s t e n c e o f c o m p l e m e n t a r i t i e s i n p r o d u c t i o n b e t w e e n s k i l l e d a n d 

u n s k i l l e d w o r k e r s w i l l a t t r a c t u n s k i l l e d w o r k e r s t o v i n t a g e s t h a t 

h a v e s k i l l e d w o r k e r s . T h u s i n e q u i l i b r i u m o l d t e c h n o l o g i e s c o n t i n u e 

t o b e u s e d . 

We e s t a b l i s h t h a t , f o r s u c h a m o d e l , a u n i q u e s t a t i o n a r y c o m 

p e t i t i v e e q u i l i b r i u m e x i s t s a n d i s P a r e t o o p t i m a l . T h e s t a t i o n a r y 

e q u i l i b r i u m i s c h a r a c t e r i z e d b y a n e n d o g e n o u s d i s t r i b u t i o n o f 

s k i l l e d w o r k e r s a c r o s s v i n t a g e s . T h i s d i s t r i b u t i o n i s s i n g l e -

p e a k e d . U n d e r f a i r l y g e n e r a l c o n d i t i o n s we s h o w t h a t t h e r e i s a l a g 

b e t w e e n t h e t i m e t h a t a t e c h n o l o g y a p p e a r s a n d t h e p e a k l e v e l o f 
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o u t p u t f r o m t h e u s e o f t h a t t e c h n o l o g y . T h e w a g e r a t e s f o r u n 

s k i l l e d w o r k e r s i n c r e a s e s m o n o t o n i c a l l y w i t h t h e a g e o f t h e v i n t a g e 

w h i l e t h e w a g e r a t e s f o r s k i l l e d w o r k e r s d e c l i n e s m o n o t o n i c a l l y w i t h 

t h e a g e o f t h e v i n t a g e . 

We a l s o e x a m i n e t h e e f f e c t o f a c h a n g e i n 7, t h e r a t e o f e x o 

g e n o u s t e c h n o l o g i c a l c h a n g e . I n a s t a t i o n a r y s t a t e , 1 i s a l o t h e 

g r o w t h r a t e o f t h e e c o n o m y . We s h o w t h a t a n i n c r e a s e i n t h i s g r o w t h 

r a t e s h i f t s t h e a s s o c i a t e d s t a t i o n a r y d i s t r i b u t i o n t o m o r e r e c e n t 

v i n t a g e s . F u r t h e r m o r e , i t r e d u c e s t h e t i m e l a g b e t w e e n t h e i n t r o 

d u c t i o n o f new t e c h n o l o g i e s a n d t h e p e a k o f t h e i r u s a g e . I n o t h e r 

w o r d s , i n f a s t e r g r o w i n g e c o n o m i e s n e w t e c h n o l o g i e s d i f f u s e m o r e 

r a p i d l y . 

We a l s o s h o w t h a t a n i n c r e a s e i n t h e g r o w t h r a t e c a u s e s w a g e 

p r o f i l e s o v e r t i m e f o r a n y g i v e n g e n e r a t i o n t o b e c o m e f l a t t e r . I n a 

s e n s e , t h e r e f o r e , t h e r e t u r n f r o m i n v e s t i n g i n h u m a n c a p i t a l b y w o r 

k i n g i n n e w e r v i n t a g e s w h e r e c u r r e n t w a g e s a r e l o w e r f a l l s f o r e a c h 

i n d i v i d u a l . H o w e v e r , s i n c e t h e d i s t r i b u t i o n o f s k i l l e d w o r k e r s a l s o 

s h i f t s t o n e w e r v i n t a g e s i n w h i c h f u t u r e i n c o m e i s l a r g e r t h e e f f e c t 

o n o v e r a l l i n v e s t m e n t i n h u m a n c a p i t a l i s a m b i g u o u s . 

J u n g e n f e l t ( 1 9 8 6 ) d e v e l o p s a r e l a t e d m o d e l i n w h i c h c a p i t a l 

s p e c i f i c i t i e s a r i s e s o l e l y b e c a u s e o f t h e f a c t t h a t w o r k e r s m u s t b e 

t r a i n e d t o p r o d u c e new p r o d u c t s . T h e k e y v a r i a b l e i n h i s m o d e l i s 

t h e l e n g t h o f t r a i n i n g t i m e . He s h o w s t h a t a n i n c r e a s e i n t h i s 

v a r i a b l e l e a d s t o a n i n c r e a s e i n t h e n u m b e r o f o l d p r o d u c t s w h i c h 

c o n t i n u e t o b e p r o d u c e d . S i n c e t h e r e a r e no c o m p l e m e n t a r i t i e s i n 

h i s m o d e l i t c a n n o t g e n e r a t e t h e r e s u l t t h a t r e s o u r c e s a r e i n v e s t e d 

t o c r e a t e c a p i t a l w h i c h i s s p e c i f i c t o o l d t e c h n o l o g i e s . 

•1 



We p r e s e n t t h e m o d e l i n S e c t i o n 2 . I n S e c t i o n 3 we p r o v e t h a t 

a s t a t i o n a r y e q u i l i b r i u m e x i s t s a n d i s u n i q u e . I n s e c t i o n 4 we c h a 

r a c t e r i z e t h e e q u i l i b r i u m a n d p r o v e s o m e c o m p a r a t i v e s t e a d y s t a t e 

r e s u l t s . I n s e c t i o n 5 we s h o w t h a t t h e s t a t i o n a r y c o m p e t i t i v e e q u i 

l i b r i u m i s P a r e t o o p t i m a l . S o m e c o n c l u d i n g r e m a r k s a r e c o n t a i n e d i n 

s e c t i o n 6 . 

S e c t i o n 2 . T h e M o d e l 

We c o n s i d e r a n o v e r l a p p i n g g e n e r a t i o n s m o d e l o f a g e n t s who l i v e 

f o r two p e r i o d s . T h e s e t o f a g e n t s b o r n i n e a c h p e r i o d i s g i v e n b y 

t h e i n t e r v a l [ 0 , 1 ] w i t h u n i f o r m d i s t r i b u t i o n . O u r s t r u c t u r e h a s t h e 

f o l l o w i n g f e a t u r e s : i ) T h e r e i s a n e x o g e n o u s t e c h n o l o g i c a l c h a n g e 

w h e r e b y n e w t e c h n o l o g i e s a p p e a r e a c h p e r i o d . i i ) A g e n t s c a n m a k e 

i n v e s t m e n t s s p e c i f i c t o a v i n t a g e s o t h a t t h e n e w t e c h n o l o g i e s a r e 

d i f f u s e d b y t h e o p t i m a l d e c i s i o n s o f a g e n t s . I n o u r m o d e l , t h e s e 

i n v e s t m e n t s t a k e t h e f o r m o f h u m a n c a p i t a l . 

A n e w t e c h n o l o g y a p p e a r s i n e v e r y p e r i o d . T h i s t e c h n o l o g y i s 

g i v e n b y t h e p r o d u c t i o n f u n c t i o n 

- r t f ( N , Z ) 

w h e r e t d e n o t e s t o t h e p e r i o d i n w h i c h t h e t e c h n o l o g y a p 

p e a r e d , N i s t h e i n p u t o f u n s k i l l e d w o r k e r s a n d Z i s t h e i n p u t o f 

e x p e r i e n c e d w o r k e r s . 
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( A . l ) T h e f o l l o w i n g a s s u m p t i o n s a r e m a d e o n t h e p r o d u c t i o n f u n c t i o n . 

i . f h a s c o n s t a n t r e t u r n s t o s c a l e 

i i . f ( N , 0 ) = w N w h e r e u >0 
v ' o o~ 

i i i . f ( . , Z ) i s s t r i c t l y c o n c a v e f o r e a c h Z > 0 . 

I n e v e r y p e r i o d t h e r e a r e two g e n e r a t i o n s o f w o r k e r s who l i v e 

f o r two p e r i o d s e a c h , t h e e x p e r i e n c e d ( o l d ) a n d t h e u n s k i l l e d 

( y o u n g ) . Y o u n g w o r k e r s c a n c h o o s e t o w o r k i n o n l y o n e v i n t a g e . 

E x p e r i e n c e i s a c q u i r e d b y w o r k i n g i n a f i r m i n a p a r t i c u l a r v i n t a g e 

a s a n u n s k i l l e d w o r k e r w h e n y o u n g a n d i s s p e c i f i c t o t h e v i n t a g e 

c o r r e s p o n d i n g t o t h e f i r m ' s t e c h n o l o g y . T h e a m o u n t o f e x p e r t i s e 

a c q u i r e d b y two y o u n g a g e n t s w o r k i n g i n a f i r m o f t h e s a m e v i n t a g e 

i s e x a c t l y t h e s a m e . T h i s w i l l s i m p l i f y t h e d e c i s i o n p r o b l e m o f 

y o u n g a g e n t s - a s w i l l b e d e t a i l e d l a t e r - who w i l l j u s t h a v e t o 

c h o o s e w h i c h v i n t a g e t o e n t e r o n t h e b a s i s o f t h e w a g e o f f e r e d a n d 

t h e v a l u a t i o n t h a t t h e m a r k e t w i l l g i v e t o t h e i r s p e c i f i c e x p e r t i s e 

i n t h e f o l l o w i n g p e r i o d . We a l s o a s s u m e t h a t 

( A . 2 ) O l d a g e n t s h a v e z e r o p r o d u c t i v i t y i n t h e u n s k i l l e d t a s k s . 

T h i s i s a n a s s u m p t i o n o f c o n v e n i e n c e . I t s i m p l i f i e s t h e a n a 

l y s i s a n d t h e m o s t r e l e v a n t r e s u l t s o b t a i n e d h o l d a l s o w h e n o l d 

a g e n t s a r e a l l o w e d t o p e r f o r m t h e t a s k s o f y o u n g , u n s k i l l e d w o r k e r s . 

A g e n t s h a v e p r e f e r e n c e s d e f i n e d o v e r t h e two p e r i o d s w h e r e t h e y 

l i v e g i v e n b y u t i l i t y f u n c t i o n 
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u ( c j , c 2 ) = c ! + 0 c 2 w h e r e 0</3<l 

A s u s u a l i n g r o w t h m o d e l s s o m e b o u n d o n t h e r a t e o f t e c h n o 

l o g i c a l c h a n g e m u s t b e g i v e n . T h e f o l l o w i n g a s s u m p t i o n p l a y s a k e y 

r o l e o n l y i n t h e i s s u e o f t h e o p t i m a l i t y o f t h e e q u i l i b r i u m : 

( A . 3 ) 0t<l, 

A s we m e n t i o n e d e a r l i e r , w h e n y o u n g , a g e n t s c a n w o r k i n o n l y 

o n e v i n t a g e . I n t h e f o l l o w i n g p e r i o d , t h e y w i l l h a v e a c q u i r e d 

e x p e r i e n c e i n t h a t v i n t a g e . H e n c e i n e a c h p e r i o d t h e r e i s a 

d i s t r i b u t i o n o f o l d a g e n t s ' e x p e r - i e n c e a c r o s s e x i s t i n g v i n t a g e s . 

T o m a k e t h i s p r e c i s e , i t w i l l b e c o n v e n i e n t t o i n t r o d u c e t h e 

f o l l o w i n g n o t a t i o n : 

T h e l e t t e r " t " w i l l i n d e x t i m e a n d t h e l e t t e r ' T ' w i l l i n d e x 

t h e v i n t a g e o f t h e t e c h n o l o g y , w i t h t h e f o l l o w i n g i n t e r p r e t a t i o n : 

W h e n r e f e r r i n g i n p e r i o d t t o t e c h n o l o g y o f v i n t a g e T , we w i l l 

b e r e f e r r i n g t o t h e t e c h n o l o g y t h a t a p p e a r e d r p e r i o d s b e f o r e . F o r 

e x a m p l e T = 2 i n d i c a t e s t h e v i n t a g e t h a t a p p e a r e d i n t - 2 . N o t i c e a l s o 

t h a t t h e s a m e v i n t a g e i n p e r i o d t+1 w i l l h a v e T = 3 . 

L e t y.t b e t h e d i s t r i b u t i o n o f e x p e r i e n c e o f o l d a g e n t s a c r o s s 

v i n t a g e s r e { 0 , 1 , 2 , . . . } . T h u s u ( T ) i n d i c a t e s t h e n u m b e r ( m o r e p r e 

c i s e l y m a s s ) o f o l d a g e n t s w i t h e x p e r i e n c e i n v i n t a g e T . T h e s e a r e 

t h e o l d p e o p l e who w h e n y o u n g w o r k e d i n t h e v i n t a g e t h a t a p p e a r e d i n 

t - r . S i n c e t h e r e a r e n o e x p e r i e n c e d w o r k e r s i n t h e ' j u s t b o r n ' 

v i n t a g e , u f ( 0 ) = 0 f o r a l l t . We w i l l o f t e n r e f e r t o \i t a s t h e s t a t e  

o f t h e e c o n o m y . 
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T h e e x i s t e n c e o f c o n s t a n t r e t u r n s t o s c a l e m a k e s i r r e l e v a n t t h 

n u m b e r a n d d i s t r i b u t i o n o f p r o p e r t y r i g h t s o f f i r m s i n e a c h v i n t a g e 

F o r s i m p l i c i t y , a n d w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y , we w i l l a s s u m e t h a t 

e a c h o l d a g e n t ' r u n s ' a f i r m a n d c o m p e t i t i v e l y h i r e s y o u n g a g e n t s . 

L e t w ( t , T , j J t ) i n d i c a t e t h e m i n i m u m w a g e n e e d e d t o a t t r a c t u n 

s k i l l e d w o r k e r s t o v i n t a g e T a t p e r i o d t w h e n t h e s t a t e o f t h e e c o n 

omy i s j i ^ . O l d a g e n t s w i t h s k i l l s T s o l v e t h e f o l l o w i n g p r o b l e m : 

( 1 ) v ( t , T , u ) = max - r t T f ( n , l ) - w ( t , T , u ) n 
n>0 

A s a c o n s e q u e n c e o f ( A . l ) t h e r e i s a u n i q u e s o l u t i o n t o t h e a b o v e 

p r o b l e m w h i c h w i l l b e g i v e n b y n ( t , T , n ) . 

We w i l l now a n a l y z e t h e d e c i s i o n p r o b l e m f a c e d b y y o u n g a g e n t s 

b o r n i n p e r i o d t . I f t h e y d e c i d e t o e n t e r v i n t a g e T , t h e i r e a r n i n g 

i n t h e f o l l o w i n g p e r i o d w i l l b e 

( 2 ) v ( t + l . T + l . | i t + 1 ) . 

s i n c e i n t h e f o l l o w i n g p e r i o d t h e y w i l l b e s k i l l e d i n v i n t a g e r+1.. 

Y o u n g a g e n t s w i l l b e a s s u m e d t o h a v e p e r f e c t f o r e s i g h t o n t h e 

r e t u r n s t o e x p e r i e n c e i n e a c h v i n t a g e . S i n c e t h e y m a x i m i z e d i s 

c o u n t e d e a r n i n g s , f o r t h e m t o b e i n d i f f e r e n t a s t o w h i c h v i n t a g e t o 

e n t e r t h e f o l l o w i n g m u s t b e s a t i s f i e d : 
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w ( t , 1 . n t ) + p v ( t + l . 2 , n t + 1 ) = w ( t , 0 . M t ) + P v ( t + l . l . ^ t + 1 ) 

w ( t , 2 , f i t ) + p v ( t + l , 3 . n t + 1 ) = w ( t , l , f x t ) + / 3 v ( t + l , 2 , ^ t + 1 ) 

( 3 ) 

W ( t , T , f i t ) + P v ( t+1 ,T+1 ,U t + 1 )=w( t .T -1 , , i t ) + / 3 v ( t+1 . T . | * t + 1 ) 

L e t y Q ( t . , u ^ ) d e n o t e t h e m a s s o f e n t r a n t s i n t h e new v i n t a g e a t 

p e r i o d t w h e n t h e s t a t e o f t h e e c o n o m y i s u . S i n c e f ( 0 , l ) = u , o u t -
x> o 

p u t a n d c o n s u m p t i o n f o r a y o u n g a g e n t t h a t e n t e r s t h i s v i n t a g e i s 

g i v e n b y t o>o . T h u s t h e r e w i l l b e no i n c e n t i v e s t o e n t e r t h e n e w 

v i n t a g e u n l e s s 

T ' ' M ^ > W ( t , 0 , U ) 

w h e r e w ( r , 0 , ^ ) i s g i v e n b y e q u a t i o n ( 3 ) . 

I n o r d e r t o c o m p l e t e t h e d e s c r i p t i o n o f t h e e n v i r o n m e n t , we 

w i l l a s s u m e t h a t a t p e r i o d 0 t h e r e i s a s e t o f o l d a g e n t s i n d e x e d b y 

[ 0 , 1 ] w i t h u n i f o r m d i s t r i b u t i o n . We a s s u m e a l s o t h a t t h e y h a v e e x 

p e r i e n c e o n a s e t o f e x i s t i n g t e c h n o l o g i e s a n d t h a t t h e c o r r e s p o n 

d i n g d i s t r i b u t i o n o f e x p e r t i s e i s g i v e n b y U q . T h u s \i ( T ) i s t h e 

m a s s o f t h o s e w o r k e r s e x p e r i e n c e d i n v i n t a g e - T , i . e . t h e v i n t a g e 

w i t h p r o d u c t i o n f u n c t i o n T T f ( n , z ) . 

We c a n now d e f i n e a n e q u i l i b r i u m f o r t h i s e c o n o m y . 

De f i n i t i o n : A c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m f o r t h i s e c o n o m y i s : 

a . a w a g e f u n c t i o n w ( t , r . y ^ ) 

b . a n e m p l o y m e n t f u n c t i o n n ( t , T , u ) a n d new v i n t a g e e n t r y f u n c t i o n 



c . a s e q u e n c e o f d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n s { u f c } 

s u c h t h a t : 

i . n ( t , T , f i ) i s a n o p t i m a l r e s p o n s e t o w ( t , T , u ) , i . e . i t 

s a t i s f i e s ( 1 ) . 

i i . w ( t , T , f i t ) m a k e s y o u n g a g e n t s i n d i f f e r e n t a s t o w h i c h v i n t a g e 

t o e n t e r , i . e . w ( t , T , / j . t ) s a t i s f i e s e q u a t i o n ( 3 ) a n d 

w ( t , 0 , u ) > ' r t c j . v t ' o 
(X) 

i i i . 2 n ( t , T , u )\i ( T ) = 1 - y ( t . u ) . 
t = l x o t 

w h e r e y W Q < W ( t , 0 , \x f ) i m p l i e s y q ( t , ; J ^ ) =0 . 

I V - ^ T + 1 ( T ) = n ( t , T - l , M t ) j i T ( T - l ) f o r T > 2 a n d jx f + j ( 1 ) = y Q ( t , u ( ) . 

C o n d i t i o n s i . a n d i i . s t a t e t h a t a g e n t s m a k e t h e i r d e c i s i o n s 

o p t i m a l l y . C o n d i t i o n i i i . i s t h e l a b o r m a r k e t c l e a r i n g c o n d i t i o n . 

C o n d i t i o n i v . s t a t e s t h a t t h e l a w o f m o t i o n f o r i s p r e c i s e l y t h e 

o n e g e n e r a t e d b y t h e o p t i m a l r u l e s d e s c r i b e d . 

I n t h e r e s t o f t h e p a p e r we w i l l c o n c e n t r a t e o u r a t t e n t i o n o n 

t h e s t a t i o n a r y e q u i l i b r i u m , i . e . a c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m w i t h t h e 

a d d i t i o n a l c o n d i t i o n : 

v - M t = ^ t + X = P f o r a l l t . 

We w i l l e s t a b l i s h t h a t a s t a t i o n a r y d i s t r i b u t i o n e x i s t s a n d i s 

u n i q u e . T h e n we w i l l a n a l y z e t h e p r o p e r t i e s t h e e c o n o m y h a s i f i t 

w e r e a t a s t a t i o n a r y e q u i l i b r i u m . 
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S e c t i o n 3 . E x i s t e n c e o f a S t a t i o n a r y E q u i l i b r i u m 

We w i l l f i r s t e s t a b l i s h s o m e n e c e s s a r y a n d s u f f i c i e n t c o n d 

i t i o n s f o r t h e e x i s t e n c e o f a s t a t i o n a r y e q u i l i b r i u m . T h e n we w i l l 

s h o w t h a t u n d e r t h e a s s u m p t i o n s m a d e , t h e s e c o n d i t i o n s a r e s a t i s f i e d 

b y a u n i q u e s e t o f e q u i l i b r i u m v a l u e s . S i n c e i n t h e s t a t i o n a r y 

e q u i l i b r i u m u. i s c o n s t a n t , we w i l l s u p r e s s u a s a n a r g u m e n t t o t h e 

f u n c t i o n s d e f i n e d a b o v e . 

^ •H 

P r o p o s i t i o n 1 S u p p o s e w ( . ) , n ( . ) , y Q ( - ) a n d M i s a s t a t i o n a r y 

e q u i l i b r i u m . T h e n 

1 . n ( t , T ) i s i n d e p e n d e n t o f t . 

2 . n * ( t , T ) > 0 i m p l i e s n * ( t , T ' ) > 0 f o r a l l T ' < T . 

3 . y Q ( t ) i s i n d e p e n d e n t o f t a n d y^>0. 

4 . w** ( t ,T )=- r t w**(0 ,T) f o r a l l t a n d w * ( 0 , 0 ) = u o 

5 . v * ( t . T ) = T t v * * ( O . T ) a l l t . 

P r o o f . 1 . S i n c e J X ( T + 1 ) = i i ( - r ) n ( t , r ) f o r a n y t . n ( . ) m u s t b e i n d e 

p e n d e n t o f t . 

2 . I f n ( t , T ' ) = 0 , t h e n J J ( T ) = 0 f o r a l l T > T ' . B u t t h e n 

t t — T ' 

7 w

0 > ' r W

Q

 a n d s o y o u n g p e o p l e w i l l n o t e n t e r v i n t a g e r ' . H e n c e 

n * ( t , T ' ) = 0 . 

3 . S i n c e u ( l ) = y ' o ( t ) , y Q m u s t b e c o n s t a n t . I f i ' o = 0 . t h e n 

U ( T ) = 0 f o r a l l T . B u t i f t h a t i s t h e c a s e , y Q = l -

4 . N o t e t h a t 

n ( t , r ) = a r g m a x i t f ( n , 1 ) - w ( t , T ) n 

= a r g m a x f ( n , l ) - [ w ( t . T ) / T T ] n 
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S i n c e f ( . , l ) i s s t r i c t l y c o n c a v 

c r e a s i n g i n w . B u t t h e n f o r n ( t , 

b e t h e c a s e t h a t n ( t , T ) = 0 o r t h a t 

H e n c e w ( t , T ) =7 * ' W ( 0 , T ) f o r a l l t . 

p r o v e d c a n n o t b e t r u e . 

5 . v ( t , r ) = max - v t f ( n , l ) 

= 7 max f ( n , 1 ) 

= 7 t v ( 0 , T ) . 

, i f n>0 t h e n i t i s s t r i c t l y d e -

) t o b e i n d e p e n d e n t o f t i t m u s t 

w ( t , T ) / - r t i s i n d e p e n d e n t o f t . 

I f w >a> t h e n y =0 w h i c h we . j u s t 
o o J o J 

7 w ( 0 , T ) n 

w ( 0 . T ) n 

A s a c o n s e q u e n c e o f t h e a b o v e p r o p o s i t i o n , we c a n s i m p l i f y c o n 

s i d e r a b l y t h e n o t a t i o n e m p l o y e d f r o m now o n . We h a v e s u p r e s s e d t h e 

a r g u m e n t s a n d we c a n now s u p r e s s t h e t a r g u m e n t s f r o m t h e f u n c 

t i o n s u s e d . T h i s l e a v e s u s o n l y w i t h ' T * a s t h e o n l y a r g u m e n t . We 

w i l l t h u s d e f i n e : 

n T = n ( t , T . u ) 

W

T = w ( t , T , u ) a n d 

V t = v ( t , T , u ) . 

UT = V(r). 

G i v e n t h e s e f a c t s i t i s now p o s s i b l e t o r e w r i t e e q u a t i o n ( 3 ) . 

I t w i l l b e c o n v e n i e n t t o w r i t e t h e p r o f i t a s a f u n c t i o n o f t h e 

w a g e W t . T h e n u s i n g e q u a t i o n ( 3 ) a n d P r o p o s i t i o n 1 we h a v e t h a t a 

n e c e s s a r y c o n d i t i o n f o r a s t a t i o n a r y e q u i l i b r i u m i s t h a t t h e r e e x i s t 

s e q u e n c e s {w^} w h i c h s a t i s f y : 
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W 1 + / 3 T V 2 ( W 2 ) = w o + p - r v 1 ( w 1 ) 

( 4 ) 

n + p-rv , , (w = w , + / 3 T V (w ) 
T T+lv T+1 ' T-l Tv T' 

s u b j e c t t o w ^ > 0 . 

w h e r e v ( w ) = max i T f ( n . l ) - w n 
n 

S u p p o s e f o r t h e m o m e n t we c o u l d f i n d a s e q u e n c e { w ^ j ^ j t h a t 

s a t i s f i e d e q u a t i o n ( 4 ) w i t h W O = W q . T h i s w o u l d i m p l y a s e q u e n c e 

CO — -f-

{ n

T } T _ l g i v e n b y n^= a r g m a x T f ( n , l ) - w ^ n , t h e o p t i m a l i n p u t 

d e c i s i o n i f t h e r e a r e s p e c i a l i z e d w o r k e r s i n v i n t a g e T . M a r k e t 

c l e a r i n g r e q u i r e s t h a t 

( 5 ) ^ r u r = l - y o 

U s i n g t h e f a c t t h a t PT+^=UT^T a n d U^=yQ • g i v e n y Q ( o r \i j ) we o b t a i n 

T - l 
b y i n d u c t i o n t h e w h o l e s e q u e n c e {u } b y s e t t i n g U ( T ) =J_I 27 n , . 

T T ' = 1 T 

T h e n 

T - 1 T 

( 6 ) u n = { | i j 27 n ) n - n - 27 n , 
T ' = 1 T ' = 1 

a n d t h u s e q u a t i o n ( 5 ) c a n b e r e w r i t t e n a s 

( 7 ) n 2 27 n = l - „ 
T=l T =1 
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I f u ^ = 0 t h e l e f t s i d e i s e q u a l t o z e r o a n d t h e r i g h t s i d e e q u a l s 

o n e . I f u e q u a l s o n e t h e n t h e r i g h t s i d e e q u a l s z e r o . T h e l e f t 

s i d e i s c o n t i n u o u s a n d n o n d e c r e a s i n g i n a n d t h e r i g h t s i d e i s 

s t r i c t l y d e c r e a s i n g . H e n c e a s l o n g a s e q u a t i o n ( 7 ) i s w e l l d e f i n e d 

t h e n g i v e n {n^ } t h e r e e x i s t s a u n i q u e c o n s i s t e n t w i t h t h i s e q u a t 

i o n . A s w i l l b e s h o w n i n t h e a p p e n d i x , n^_ d e c r e a s e s mono t o n i c a 1 1 y 

t o z e r o . H e n c e t h e r e i s a T s u c h t h a t n ^ < l a n d s o 

«> T T T T » T 

u , 2 77 n = u 2 17 n + u T 77 n 2 17 n 
T = 1 T ' = 1 T T = 1 T ' = 1 T T ' = 1 T

T = T + 1 T ' = T + 1 T 

T T T oo 
< u 1 2 2 7 n + u _ U n 2 n _ 

1 , , , T T , , T _ T 
T = l T = l T = 1 T = 0 

s o t h a t e q u a t i o n ( 7 ) i s w e l l d e f i n e d . 

T h i s s u g g e s t s t h e f o l l o w i n g p r o c e d u r e f o r f i n d i n g a n e q u i l i 

b r i u m : 

S t e p 1 . O b t a i n a s o l u t i o n t o e q u a t i o n ( 4 ) . 

S t e p 2 . F i n d t h e c o r r e s p o n d i n g i n p u t d e m a n d s {n^ } 

S t e p 3 . F i n d p. f r o m e q u a t i o n ( 7 ) . 

T h i s i s s u m m a r i z e d i n t h e f o l l o w i n g p r o p o s i t i o n . 

H ^ 9^ 

P r o p o s i t o n 2 w ( . ) , n ( . ) , y Q ( . ) a n d u i s a s t a t i o n a r y e q u i l i 

b r i u m i f a n d o n l y i f t h e r e e x i s t {w^} , i n

T } a n ( i M j s u c h t h a t 

li ( T ) i s g i v e n b y e q u a t i o n ( 6 ) 
n ( t , T , f x ) = n f o r a l l t 
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w ( t , T , f i ) = T ŵ _ f o r a l l t 

{ W t } s a t i s f i e s e q u a t i o n ( 4 ) a n d w =w , n ^ a r e o p t i m a l i n p u t 

d e c i s i o n s g i v e n a n d u ^ a n d { n

T } s a t i s f y e q u a t i o n ( 7 ) . 

P r o o f . T h a t t h e s e c o n d i t i o n s a r e s u f f i c i e n t c a n e a s i l y b e c h e c k e d . 

By P r o p o s i t i o n 1 , w ( t , T , u ) = 7 w ( O . T . J J ) . H e n c e we c a n s e t ŵ _ = 

w ( t , T , u ) a n d a l s o b y P r o p o s i t i o n 1 w =u . T h e c o n s t r u c t i o n a b o v e 

s h o w s t h a t t h e r e s t o f t h e c o n d i t i o n s f o l l o w f r o m t h i s o n e • . 

T h e n e x t p r o p o s i t i o n s t a t e s t h e e x i s t e n c e a n d u n i q u e n e s s o f a 

s t a t i o n a r y e q u i l i b r i u m . 

T h e o r e m 1 . T h e r e e x i s t s a u n i q u e s t a t i o n a r y c o m p e t i t i v e e q u i l i -

b r i um . 

P r o o f . F o l l o w s i m m e d i a t e l y f r o m P r o p o s i t i o n A . l i n t h e a p p e n d i x a n d 

P r o p o s i t i o n 2 . 

S e c t i o n 4 . P r o p e r t i e s o f t h e e q u i l i b r i u m : 

T h e f i r s t q u e s t i o n t o b e a s k e d i s a b o u t t h e d i s t r i b u t i o n o f 

s k i l l e d w o r k e r s a c r o s s v i n t a g e s . We s h o w i n t h e a p p e n d i x t h a t t h e 

w a g e r a t e o f u n s k i l l e d w o r k e r s , w^_, i s i n c r e a s i n g i n t h e a g e o f t h e 

v i n t a g e a n d t h a t t h e w a g e p a i d t o s k i l l e d w o r k e r s , v ^ , i s d e c r e a s i n g 

i n t h e a g e o f t h e v i n t a g e . S i n c e p r o d u c t i v i t y i s d e c r e a s i n g w i t h 

t h e a g e o f t h e v i n t a g e i t f o l l o w s t h a t , i s d e c r e a s i n g i n T . We 
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s h o w i n P r o p o s i t i o n 3 b e l o w t h a t i f a n I n a d a c o n d i t i o n i s s a t i s f i e d 

t h e n a l l v i n t a g e s a r e u s e d i n a s t a t i o n a r y e q u i l i b r i u m . 

P r o p o s i t i o n 3 . I f f i ( 0 , l ) = « ° t h e n u ^ X ) f o r a l l T . O t h e r w i s e t h e r e 

e x i s t s s o m e T s u c h t h a t \x^>0 i f a n d o n l y i f T < T . 

P r o o f . L e t T b e t h e s m a l l e s t n u m b e r s u c h t h a t u. -0. R e c a l l t h a t , i n 
T 

T - l 
a s t a t i o n a r y e q u i l i b r i u m j i =| i , 17 n , a n d i j . !=y . We h a v e a l r e a d y e s -

T ' = 1 

t a b l i s h e d t h a t y Q > 0 . C o n s e q u e n t l y i f M t = 0 t h e n p.^,, =0 f o r a l l T ' > T 

a n d n T _ j = 0 . I f f 1 ( 0 , l ) = « > t h e n f o r a n y f i n i t e w n_ r _^>0 . 

On t h e o t h e r h a n d , s u p p o s e t h a t i'i(0,l)<m. A n e c e s s a r y c o n 

d i t i o n f o r a n e q u i l i b r i u m i s t h a t i f n >0 t h e n w =i T f , ( n , 1 ) < 
T T T 

i T f ! ( 0 , l ) . C o n s e q u e n t l y w m u s t c o n v e r g e t o z e r o . H o w e v e r s i n c e 

i s a n i n c r e a s i n g s e q u e n c e i t m u s t b e b o u n d e d a w a y f r o m z e r o • . 

C l e a r l y , t h e f i r s t p a r t o f P r o p o s i t i o n 3 d e p e n d s c r i t i c a l l y o n 

a s s u m p t i o n A . 2 . I f o l d a g e n t s c o u l d w o r k a s u n s k i l l e d w o r k e r s i n 

a n y v i n t a g e t h e n t h e w a g e s o f u n s k i l l e d w o r k e r s c a n n o t e x c e e d t h e 

w a g e s o f s k i l l e d w o r k e r s . T h e r e f o r e we w o u l d n e e d t o i m p o s e t h e 

c o n d i t i o n t h a t v i>W T , f o r a l l T , T ' . I n t h i s c a s e t h e n u m b e r o f v i n 

t a g e s w i l l b e f i n i t e . O t h e r t h a n t h a t , n o n e o f o u r r e s u l t s c h a n g e . 

I t i s o f i n t e r e s t t o e x a m i n e t h e s h a p e o f t h e d i s t r i b u t i o n o f 

s k i l l e d w o r k e r s a s w e l l a s t h e d i s t r i b u t i o n o f o u t p u t . We e s t a b l i s h 

b e l o w t h a t e m p l o y m e n t o f s k i l l e d w o r k e r s w i l l r i s e a n d t h e n f a l l 

w i t h t h e a g e o f t h e v i n t a g e . 
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P r o p o s i t i o n 4 ( S i n g l e p e a k e d n e s s ) . T h e r e e x i s t s T s u c h t h a t f o r a l l 

T < T ii >u , a n d f o r T > T U <U , . F u r t h e r m o r e , i f GJ„=0 a n d 
' T T - 1 T T - l 0 

P~< $ r ' \ ! ' I \ t n e n T > 2 -

P r o o f . We h a v e e s t a b l i s h e d t h a t n^_ i s d e c r e a s i n g i n T . L e t T b e 

t h e s m a l l e s t T s u c h t h a t n < 1 . R e c a l l t h a t u. =u , n C o n -
T T T - 1 T - 1 

s e q u e n t l y , f o r T < T VL

Ti.VL

r_-y a r " d f o r T > T v^<\i_r_^. 

We h a v e f r o m e q u a t i o n ( 4 ) a n d W

Q = 0 t h a t 

P-I-Vt ( W , J r W ^ ^ V a f W j ) . 

B y t h e d e f i n i t i o n o f v ( . ) a n d t h e f a c t t h a t w,=-r f i ( n i . l ) we 

h a v e t h a t 

P [ f ( n t , l ) - f , ( n , . l ) n , ] > 1(114 .1). 

T h e r e f o r e 

p T f 2 ( n i , 1 ) 
I*' f 4 ? n i . l ) 2 l ' 

T h e n u m e r a t o r o f t h i s i n e q u a l i t y i s i n c r e a s i n g i n n t a n d t h e d e n o 

m i n a t o r i s d e c r e a s i n g . H e n c e , i f 

I J ; pt s f 2 ( i , i ) 
t h e n n 4 > l • . 

We h a v e e s t a b l i s h e d t h a t u n d e r m i l d c o n d i t i o n s t h e p e a k o f t h e 

d i s t r i b u t i o n s o f s k i l l e d w o r k e r s w i l l o c c u r f o r s o m e T > 2 . I n o r d e r -

t o o b t a i n s h a r p e r r e s u l t s a b o u t t h e pee ik o f t h i s d i s t r i b u t i o n a s 

w e l l a s r e s u l t s a b o u t t h e p e a k o f t h e d i s t r i b u t i o n o f o u t p u t we 

c o n s i d e r a p a r t i c u l a r p r o d u c t i o n f u n c t i o n . A s s u m e t h a t t h e p r o 

d u c t i o n f u n c t i o n i s C o b b - D o u g l a s : f ( n , z ) = n a z * a . I t i s p l a u s i b l e t o 

a s s u m e t h a t a < l / 2 . I n e q u a l i t y ( 9 ) w h i c h g u a r a n t e e s t h a t T > 2 c a n 

t h e n b e w r i t t e n a s £ 2 l _ L _ i l l < \ j n P r o p o s i t i o n 5 b e l o w we s t r e n g t h e n 

t h i s c o n d i t i o n t o e n s u r e t h a t T>3 a n d t h e p e a k o f t h e d i s t r i b u t i o n 

o f o u t p u t o c c u r s a t v i n t a g e T > 2 . 
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P r o p o s i t i o n 5 . I f Q ) + 
a 

p-r( 1 - a ) 
a 

1 - a 
< 1 t h e n T > 3 a n d t h e p e a k 

o f t h e o u t p u t d i s t r i b u t i o n o c c u r s a t a v i n t a g e T > 2 . 

P r o o f . I t f o l l o w s f r o m i n e q u a l i t y ( 8 ) t h a t n t > a / p > 7 ( 1 -a) . S i n c e a < l , 

n , . a * < [ a / p - r ( 1 - a ) ] a F r o m e q u a t i o n ( 4 ) we h a v e t h a t w 2 < w t + 0 7 V 2 ( w 2 ) . 

H e n c e u s i n g t h e f a c t t h a t W^_ = T T f , ( n ^ . , 1 ) we h a v e t h a t 

a-1, a-lB~i(l-a) a 

I t f o 1 1 o w s t h a t 

( 1 0 ) n 2 * < 7 
p M l - a ) l 1 ° , P M 1 - a ) a . 

a a 

S u p p o s e t h a t n 2 < l . T h e n t h e r i g h t s i d e o f i n e q u a l i t y ( 1 0 ) i s a t 

m o s t 1 . H e n c e n 2 *<1 s o n 2 > l . 

N o t e t h a t o u t p u t a t v i n t a g e r i s g i v e n b y i T f ( j i n T > f i ) . 

T h e r e f o r e o u t p u t a t v i n t a g e 2 i s g r e a t e r t h a n o u t p u t a t v i n t a g e 1 i f 

a n d o n l y i f 

( i i ) y~xn 

S i n c e \i2=p.xni, i n e q u a l i t y ( 1 1 ) i s s a t i s f i e d i f f t * n 2 > n f R e c a l l 

h o w e v e r t h a t w 2 > W i . H e n c e ai * n 2 * > a n f B u t n 2 > l . T h e r e f o r e 

- 1 a. a - 1 _ -r n 2 > n , • . 

I t i s o f i n t e r e s t t o e x a m i n e t h e e f f e c t , o f a c h a n g e i n t h e r a t e 

o f t e c h n o l o g i c a l c h a n g e o n t h e s t a t i o n a r y d i s t r i b u t i o n . O u r m a i n 

r e s u l t i s t h a t w h e n -r ' > T t h e n t h e d i s t r i b u t i o n c o r r e s p o n d i n g t o t h e 

h i g h e r g r o w t h r a t e , s a y JJ. ' , w i l l b e d o m i n a t e d i n t h e s e n s e o f s t o c h 

a s t i c d o m i n a n c e b y t h e o r i g i n a l d i s t r i b u t i o n . I n o t h e r w o r d s , w h e n 

t h e g r o w t h r a t e i n c r e a s e s t h e d i s t r i b u t i o n o f s k i l l e d w o r k e r s i s 
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c o n c e n t r a t e d a m o n g m o r e r e c e n t v i n t a g e s . T h i s a l s o i m p l i e s t h a t t h e 

r a t e o f d i f f u s i o n o f new t e c h n o l o g i e s c h a n g e i s h i g h e r i f t h e 

e c o n o m y g r o w s m o r e r a p i d l y . 

P r o p o s i t i o n 6 . C o n s i d e r two e c o n o m i e s w i t h ~i' > T . L e t j i ' , J J d e n o t e 

t h e r e s p e c t i v e s t a t i o n a r y d i s t r i b u t i o n s . T h e n u s t o c h a s t i c a l l y 

d o m i n a t e s y.' , i . e . 

t t 
2 u < 2 u' f o r a l l t . 

. T . T 
T = l T = l 

P r o o f . 

I n P r o p o s i t i o n A . 2 i n t h e a p p e n d i x we p r o v e t h a t 

n ( r , j i ' ) < n ( T , n ) • H e n c e i f i i ' ( l ) < u ( l ) t h e n U ' ( T ) < U ( T ) f o r a l l T > 1 a n d 
CO 

h e n c e 2 n u ' < l - i . i . a n d t h u s \i' . >JJ. . L e t T = { m i n t-u' ( t ) < f i ( t ) } . T h e n 
T = 1 T T 1 1 1 

t t 
T > 2 . F o r t < T , 2 U ' ( T ) > 2 u ( t ) . S i n c e n ( t , u 1 ) < n ( t , u ) f o r a l l t a n d 

T = l T = l 

u ' ( T ) < i i ( T ) , b y c o n s t r u c t i o n p ; ' ( t ) < u ( t ) f o r a l l t > T . B u t t h e n f o r 

a n y t > T , 

t t 
2 U ' ( T ) = 1 - 2 , J ' ( T ) > 1 - 2 M ( T ) = 2 ,X(T) , 

T = l T > t T > t T = l 

w h i c h e s t a b l i s h e s t h e r e s u l t • . 

O u r n e x t r e s u l t s h o w s t h a t t h e e a r n i n g s p r o f i l e b e c o m e s f l a t t e r 

a s t h e g r o w t h r a t e o f t h e e c o n o m y i n c r e a s e s . A s s h o w n i n P r o p o s i 

t i o n A . 2 o f t h e a p p e n d i x 

w ( t , j i ' )> 
i t 

w( t • 

B u t 

v ' ( w ) = m a x y' f ( n ) - w n < 
n 

t r 
y 
y ' T f ( n ) -v.-n < y 

y 

1 t 
v t ( w ) 
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S i n e e t ' > 7 , 

7 V 
T+l 

( W 
T+l ) T+l 

(W 
T+l ) 

( 1 2 ) 
w 

< 
w T 

T h i s e s t a b l i s h e s t h a t t h e e a r n i n g s p r o f i l e b e c o m e s f l a t t e r w i t h 

a h i g h e r g r o w t h r a t e . O n e m e a s u r e o f i n v e s t m e n t i n h u m a n c a p i t a l i s 

f o r e g o n e e a r n i n g s . I f a n i n d i v i d u a l j o i n s a s u f f i c i e n t l y o l d v i n 

t a g e we h a v e s h o w n t h a t f u t u r e e a r n i n g s w i l l b e c l o s e t o z e r o a n d 

c u r r e n t w a g e s w i l l b e h i g h . T h i s i n d i v i d u a l w o u l d t h e n b e m a k i n g 

v e r y s m a l l i n v e s t m e n t s i n h u m a n c a p i t a l . T h e p r e s e n t v a l u e o f 

i n c o m e i s e q u a t e d a c r o s s v i n - t a g e s . H e n c e i n d i v i d u a l s who j o i n new 

v i n t a g e s w i l l b e m a k i n g l a r g e i n v e s t m e n t s i n h u m a n c a p i t a l . T h e s e 

c a n b e m e a s u r e d b y t h e r a t i o o f f u t u r e e a r n i n g s t o t h e w a g e t h a t 

i m p l i e s n o i n v e s t m e n t . O f c o u r s e t h e l a t t e r e q u a l s t h e p r e s e n t 

v a l u e o f e a r n i n g s . I n e q u a l i t y ( 1 2 ) i m p l i e s t h a t t h i s m e a s u r e o f 

i n v e s t m e n t i n h u m a n c a p i t a l d e c l i n e s . H o w e v e r , n o t e t h a t a g g r e g a t e 

i n v e s t m e n t i n h u m a n c a p i t a l d o e s n o t n e c e s s a r i l y f a l l s i n c e t h e 

d i s t r i b u t i o n o f s k i l l l e v e l s s h i f t s t o v i n t a g e s w i t h h i g h e r r a t e s o f 

i n v e s t m e n t . 

S e c t i o n 5 . O p t i m a l i t y o f t h e C o m p e t i t i v e E q u i l i b r i u m . 

I n t h i s s e c t i o n , f o l l o w i n g a s t a n d a r d a p p r o a c h i n o v e r l a p p i n g 

g e n e r a t i o n s ( O L G ) m o d e l s , we w i l l c o n s t r u c t a n A r r o w - D e b r e u e c o n o m y 

t h a t c o r r e s p o n d s t o t h e O L G e n v i r o n m e n t . We s h o w t h a t t h e 

s t a t i o n a r y e q u i l i b r i u m o f t h e OLG e c o n o m y i s a c o m p e t i t i v e e q u i l i 

b r i u m f o r t h e A r r o w - D e b r e u e c o n o m y a n d t h a t i t i s P a r e t o o p t i m a l . 

I n o u r s p e c i f i c p r o b l e m t h e r e i s a n a d d i t i o n a l c o m p l i c a t i o n t o t h e 
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s t a n d a r d c a s e , 

a g e n t s b u t a l s o 

T h e r e i s 

i n f i n i t e 

n o t o n l y a n i n f i n i t e 

t e c h n o l o g y s e t s , o n e 

n u m b e r o f g o o d s a n d 

f o r e a c h v i n t a g e . 

T h e c o m m o d i t y s p a c e w i l l b e 

L = « < c t > t = o • < n t > t = o • < z - k > k = l > w h e r e ( c t . n t , z _ k ) e R 3 } 
3 

T h e c o m m o d i t y s p a c e i s t h e l i n e a r s p a c e o f s e q u e n c e s i n R' . 

T h e r e w i l l b e o n e a g e n t f o r e a c h g e n e r a t i o n i n d e x e d b y 

i € [ - l , 0 , 1 , . . . « > ) . F o r i > 0 , i i n d e x e s t h e g e n e r a t i o n b o r n a t t = i a n d 

i = - l c o r r e s p o n d s t o t h e o l d a t t = 0 . F o r e a c h i , t h e c o n - s u m p t i o n 

s e t w i l l b e a s u b s e t o f 1. o f t h e f o l l o w i n g f o r m : 

X i = { ( { c t } t = o ' { _ n t } t = o ' { _ Z - k } k = l ) w i t h c t - 0 , n t = 0 f o r t j i i a n d 

- l < - n . < 0 } 

w i t h t h e f o l l o w i n g e n d o w m e n t s : 

z , = f i , f o r a l l k i f i = - l a n d z 1 , = 0 o t h e r w i s e . 

N o t e t h a t we f o l l o w t h e u s u a l c o n v e n t i o n o f d e n o t i n g c o n s u m e r s ' 

i n p u t s b y p o s i t i v e n u m b e r s a n d t h e i r o u t p u t s b y n e g a t i v e n u m b e r s 

w h i l e t h e r e v e r s e c r i t e r i o n i s u s e d f o r f i r m s . 

P r e f e r e n c e s m u s t b e a s s i g n e d w h i c h a r e c o n s i s t e n t w i t h t h e o n e s 

a g e n t s h a v e o v e r c o n s u m p t i o n i n t h e two p e r i o d s t h e y l i v e i n t h e O L G 

e c o n o m y . T h i s i s d o n e b y s e t t i n g 
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i + 1 

We w i l l a s s u m e t h a t o n e f i r m o p e r a t e s e a c h v i n t a g e . N a t u r a l l y 

we h a v e t o r e s t r i c t f i r m s o p e r a t i o n s t o t h o s e p e r i o d s w h e r e i t s v i n 

t a g e h a s a l r e a d y a p p e a r e d . W i t h t h i s p r o v i s o , t h e t e c h n o l o g y s e t s 

w i l l b e : 

w h e r e j r a n g e s o v e r t h e s e t o f n e g a t i v e a n d p o s i t i v e i n t e g e r s . 

N o t e t h a t t h i s e n v i r o n m e n t c o r r e s p o n d s t o t h e c a s e w h e r e f i r m s 

p a y a w a g e i n p e r i o d t t o t h e y o u n g p e o p l e h i r e d a t t a n d u s e t h e 

l a b o r i n p e r i o d s t a n d t + l ; h e u r i s t i c a l l y t h i s i s a ' s l a v e e c o n o m y * . 

I n t h e O L G e c o n o m y e a c h g e n e r a t i o n c o n s i s t s o f a m e a s u r e s p a c e 

o f a g e n t s . T e c h n o l o g y i s g i v e n b y a f u n c t i o n m a p p i n g m e a s u r e s o f 

s k i l l e d a n d u n s k i l l e d w o r k e r s i n t o o u t p u t o f t h e c o n s u m p t i o n g o o d , 

a n d w o r k e r s c a n o n l y b e a s s i g n e d t o o n e v i n t a g e . T o e s t a b l i s h t h e 

c o r r e c t c o n n e c t i o n w i t h t h e O L G e n v i r o n m e n t , we c a n t h i n k o f t h e 

t i m e a p e r s o n b o r n i n p e r i o d i a l l o c a t e s t o v i n t a g e j , n 1 J e [ 0 , l ] 

i n t h e A r r o w - D e b r e u e c o n o m y , a s t h e f r a c t i o n o f p e o p l e a s s i g n e d t o 

Y . 
.1 

{ ( { q j } , { - n j } , {-z3_k}) w i t h - n J

T < 0 f o r j < t a n d n ' J = 0 i f j > t . 

q j = <rJ'f ( n j . n ^ j ) } i f j < t a n d t > 0 

q J

t = 0 i f j > t 

o 

o - j 
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t h a t v i n t a g e i n t h e O L G s e t t i n g . B y t h e s a m e t o k e n , t h e c o n s u m p t i o n 

a l l o c a t i o n o f t h i s a g e n t c a n b e i n t e r p r e t e d a s t h e sum o f t h e c o n 

s u m p t i o n o f m e m b e r s o f t h e c o r r e s p o n d i n g g e n e r a t i o n . . 

We w i l l now d e f i n e f e a s i b i l i t y f o r t h i s e c o n o m y a n d a c o m 

p e t i t i v e e q u i l i b r i u m . We w i l l s l i g h t l y m o d i f y t h e c o n s u m p t i o n 

a l l o c a t o n s f o r t h e O L G e c o n o m y c o n s i d e r e d a b o v e , w h i l e l e a v i n g l a b o r 

s u p p l y a l l o c a t i o n s u n c h a n g e d . T h e m o d i f i e d a l l o c a t i o n s w i l l g i v e 

e a c h y o u n g w o r k e r t h e a v e r a g e c o n s u m p t i o n o f h i s c o h o r t i n t h e f i r s t 

p e r i o d o f t h e i r l i v e s . E a c h w o r k e r w i l l r e c e i v e t h e a v e r a g e c o n 

s u m p t i o n o f h i s g e n e r a t i o n w h e n o l d . O b v i o u s l y t h e s e a l l o c a t i o n s 

a r e f e a s i b l e a n d y i e l d t h e s a m e u t i l i t i e s a s t h o s e o f t h e s t a t i o n a r y 

e q u i 1 i b r i u m . 

We w i l l s h o w t h a t t h e s e m o d i f i e d a l l o c a t i o n s t o g e t h e r w i t h a 

p r i c e s y s t e m a r e a c o m p e t i t i v e e q u i b r i u m f o r t h e A r r o w - D e b r e u 

e c o n o m y . F u r t h e r m o r e , we w i l l s h o w t h a t t h e f i r s t w e l f a r e t h e o r e m 

a p p l i e s t o t h i s e c o n o m y a n d h e n c e t h a t t h e c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m 

t h u s c o n s t r u c t e d i s a P a r e t o o p t i m a l a l l o c a t i o n . S i n c e t h e s e m o d 

i f i e d a l l o c a t i o n s y i e l d t h e s a m e u t i l i t i e s a s t h e o n e s c o r r e s p o n d i n g 

t o t h e O L G e c o n o m y , t h e e q u i l i b r i u m o f t h e O L G e c o n o m y i s a l s o 

P a r e t o o p t i m a l . 

A f e a s i b l e a l l o c a t i o n f o r t h i s e c o n o m y i s a p a i r 

( { x 1 } " , { y 3 } " 1

 ro} w i t h t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s : 
x — x A — J 

i ) x 1 e X . f o r a l l i 
' 1 

i i ) y J e Y . f o r a l 1 j 
3 

t °> 
i i i ) 2 y3 - 2 x 1 = 0 i f t > 0 

j = - « i = - l t 

CO CO 

a n d 2 y-J - 2 x * = ( 0 , 0 . { „ ) 

j=o ° i = - i ° k K - ° 



I t c a n e a s i l y b e v e r i f i e d t h a t t h e t e c h n o l o g y d e s c r i b e d h a s 

c o n s t a n t r e t u r n s t o s c a l e . H e n c e g i v e n a s e t o f p r i c e s a n y p r o f i t 

m a x i m i z i n g v e c t o r y ^ h a s t o y i e l d z e r o p r o f i t s . A s a c o n s e q u e n c e , 

t h e r e i s n o n e e d t o t a k e i n t o a c c o u n t t h e d i s t r i b u t i o n o f p r o f i t s o f 

f i r m s , t h u s j u s t i f y i n g t h e f o l l o w i n g d e f i n i t i o n . 

A c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m f o r t h i s e c o n o m y r e l a t i v e t o a p r i c e 

CO CO Q GO 

s y s t e m ( ( P t } t _ o • ^ w t ^ t - 0 ' ^ W - k ^ k - l ^ i s a f e a s * k l e a l l o c a t i o n w h i c h 

s a t i s f i e s : 

i v ) p r o f i t m a x i m i z a t i o n : 

CO CO 

y j = a r g m a x 2 ( p q j - w n J ' ) - 2 « V z J . 
t=0 t t C 1 k = l k k 

f o r a n y ( { q J

t } . { - n j } , { - z { f e } ) e Y . . 

N o t e t h a t t h e t e c h n o l o g y s e t s d e s c r i b e d i m p l y t h a t z ^ = 0 i f 

j j £ - k , a n d t h a t n^=0 i f t < j . T h u s f o r j>0 t h e a b o v e o b j e c t i v e c a n b e 
CO 

w r i t t e n a s 2 p ^ ^ - o ^ n ^ a n d f o r j < t i t b e c o m e s 
t = j 

CO 

Mp tq{- t»i >—-j-£j -

v ) u t i l i t y m a x i m i z a t i o n : 

x 1 = a r g m a x U f c 1 ) 

CO 
s u b j e c t t o 2 p c 1 < w . n . + 2 w ° , z 1 , 

t=0 1 c 1 1 k = l ~ k ~ k 

N o t e t h a t s i n c e z_.=0 f o r ij£-l t h e a b o v e c o n s t r a i n t s p e c i a l i z e s 

CO CO CO 

t o 2 p c < w . n . i f a n d t o 2 p c j < 2 u ° , z . f o r i = - l . 
t=0 1 1 t=0 k = l k k 
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We w i l l now c o n s t r u c t a c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m b y a s s i g n i n g 

a l l o c a t i o n s t o a g e n t s s i m i l a r t o t h o s e o f t h e O L G e c o n o m y . T h e 

f i r s t s t e p i s t o a s s i g n c o n s u m p t i o n a l l o c a t i o n s . R e c a l l t h a t i n t h e 

OLG e c o n o m y , t h e c o n s u m p t i o n a l l o c a t i o n s t o m e m b e r s o f g e n e r a t i o n t 

who w o r k e d w h e n y o u n g i n t h e v i n t a g e t h a t a p p e a r e d i n p e r i o d j i s 

g i v e n b y 

t . 1 2 . t , . 
1 ( c T , C T ) = i ( W t , - r v T + 1 ) . 

w h e r e T = t - j . 

C o n s i d e r t h e c o n s u m p t i o n a l l o c a t i o n 

CO CO 

( c , c , ) = - r ( 2 c u n , 2 c p . ) - w h i c h i s t h e sum o f c o n -
T = 0 T T T

 T = 0 T T 

s u m p t i o n a l l o c a t i o n s c o r r e s p o n d i n g t o m e m b e r s o f g e n e r a t i o n t , f o r 

0 < i = t. a n d c =0 f o r t < i a n d t > i + l . F o r t h e a g e n t b o r n a t t = - l , t h e 
CO 00 

c o n s u m p t i o n a l l o c a t i o n w i l l b e e = 2 v z = 2 v p o , T - T , T T 
T = l T = l 

L e t c 1 = { c j } t = 0 . 

L e t n * = - l i f t = i a n d 0 o t h e r w i s e . 

L e t z ^= - j i a n d z ^ = 0 o t h e r w i s e . 

i i , i i i , L e t x = ( c , n , z ) 

We w i l l now c o n s t r u c t t h e i n p u t a l l o c a t i o n s c o n s i s t e n t w i t h 

t h o s e o f t h e O L G e c o n o m y . F o r t > j l e t = f J

T

n

T w h e r e T = t - j a n d l e t 

n j = U q . L e t " Z j ^ j w h e n j < 0 . R e c a l l t h a t - / J T _ ] U t _ 1 = n"J_j w h e n 

T > 1 . H e n c e 

q-j = - r j f ( n f , n f , ) = 7 j f ( u n ,]i ) = T J ' U f ( n , 1 ) 
t v t t - 1 ' T T T T T ' 

w h e n e v e r j < t a n d 
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q j = f (n"J. , 0 ) = - Y J W w h e n j = t . 

S e t y J = ( { q J

c } , { n J } , { Z J k } ) 

J CO 1 
F i n a l l y l e t x = { x }._ . a n d y = { y } . 

We now s t a t e t h e m a i n p r o p o s i t i o n o f t h i s s e c t i o n . 

P r o p o s i t i o n 6 . T h e r e e x i s t p r i c e s s u c h t h a t t h e a l l o c a t i o n ( x . y ) i s 

a c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m f o r t h e A r r o w - D e b r e u e c o n o m y . 

P r o o f . T h e a l l o c a t i o n c o n s i d e r e d i s c l e a r l y f e a s i b l e . C o n s i d e r t h e 

f o l l o w i n g p r i c e s y s t e m " . 

We m u s t s h o w t h a t c o n d i t i o n s ( i v ) a n d ( v ) o f t h e d e f i n i t i o n o f c o m 

p e t i t i v e e q u i l i b r i u m a r e s a t i s f i e d . We w i l l f i r s t e s t a b l i s h p r o f i t 

m a x i m i z a t i o n . 

p r o f i t m a x i m i z a t i o n : 

T h e p r o f i t s o f a f i r m o f v i n t a g e j c a n b e w r i t t e n a s 

- k = V k ^ w k } ) -

( 1 3 ) i r j ( n j ) = I p T 7 j f ( n J

t . n J _ 1 ) - w t n J

t . 
t = 0 

w h e r e n ^ . = 0 i f j > 0 a n d n ^ =xJ_ . i f j < 0 . 

S i n c e f i s c o n t i n u o u s l y d i f f e r e n t i a b 1 e . t h e E u l e r e q u a t i o n s 
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( 1 4 ) p ^ f ^ n j . n ^ ) + P t + 1 - J f 2 ( n J

t + 1 , n J ) - w f < 0 t - 0 . 1 . . . . 

w h e r e n _ ^ = 0 f o r j > 0 a n d n _ ̂  = z _ . f o r j < 0 . 

( 1 5 ) p - r J f 0 ( n , j , z J ) - w ° < 0 i f j < 0 . 

a r e n e c e s s a r y f o r t h e s e q u e n c e n3 t o g i v e a m a x i m u m . A s s h o w n i n 

L e m m a 4 , t h e s e c o n d i t i o n s a r e a l s o s u f f i c i e n t . We w i l l s h o w t h a t 

w h e n t h e s e w a g e s a r e t h e o n e s d e f i n e d a b o v e , t h e l a b o r i n p u t s g i v e n 

b y t h e a l l o c a t i o n c o n s t r u c t e d a b o v e a r e a s o l u t i o n t o e q u a t i o n s ( 1 4 ) 

a n d ( 1 5 ) s o t h a t t h e y m a x i m i z e p r o f i t s . 

E q u a t i o n ( 1 4 ) c a n b e c o n v e n i e n t l y w r i t t e n a s 

( 1 6 ) p ^ V ^ C n J . n j ^ ) + P t + 1 ^ t ^ " ( T + 1 ) f 2 ( n j + 1 . n J

t ) - w f < 0 

t = j . j + l . • • • . w h e r e T = t - j 

a n d g i v e n t h e d e f i n i t i o n o f p r i c e s we o b t a i n 

( 1 7 ) i T T f 1 ( n J , n J _ 1 ) + p ^ ^ T + 1 ) f 2 ( n j + 1 , n J

t ) < [ w Q ^ v ^ w ^ ] 

R e c a l l t h a t 

i T f 1 ( M T n T . M T ) = 7 _ T f 1 ( n T , l ) = W t f o r T > 0 

a n d 

^ V W ^ T * = , 7 T

F ( ' I T n r - ' J T ) - f i ( M T n T . P T ) n T 

= T T f ( n , l ) - w = v f o r T > 1 . 
T T T 

T h u s , r e p l a c i n g n - ' i n t h e l e f t s i d e o f e q u a t i o n ( 1 7 ) a s d e f i n e d 

i n t h e c o n s t r u c t e d a l l o c a t i o n , we o b t a i n f o r t > j 

( 1 8 ) t - T t 1 t U T n T . 1 l r ) • ^ , - ( T + 1 ) f 2 ( p T + 1 n T + 1 , p T + l ) = W T + fry 
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B u t W t + / 3 T V t + 1 = « o + p - r v 1 . s o t h a t t h e d e f i n e d a l l o c a t i o n s s a t 

i s f y e q u a t i o n ( 1 8 ) a n d t h u s a l s o s a t i s f y e q u a t i o n ( 1 4 ) . 

F o r t < j , f ( n ) . , n t _ 1 ) = 0 s o f j = 0 a n d f 2 = 0 . s o e q u a t i o n ( 1 4 ) i s 

s a t i s f i e d . A s f o r e q u a t i o n ( 1 5 ) , f o r j < 0 l e t k = - j a n d t h e n 

^ J f 2 < n o - Z j > - ~ k f 2 ( < W ' V 
- k r , . . o o = -, f 2 ( n k , l ) = v k = w _ k = w . . 

U I i 1 i t y m a x i m i z a t i o n 

F o r a n y w a g e , t h e s u p p l y o f l a b o r w i l l a l w a y s e q u a l 1 . 

We m u s t s h o w t h a t t h e c o n s u m p t i o n a l l o c a t i o n s m a x i m i z e u t i l i t y 

s u b j e c t t o t h e b u d g e t c o n s t r a i n t . 

C o n s i d e r f i r s t t h e a g e n t b o r n a t t>() . T h e r a t e a t w h i c h h e c a n 

s u b s t i t u t e c o n s u m p t i o n b e t w e e n t h e o n l y two p e r i o o d s o f h i s l i f e h e 

c a r e s a b o u t , n a m e l y t a n d t + 1 , i s e q u a l t o t h e r a t e o f t i m e p r e f -

P t 1 „ 
e r e n c e , i . e . = H e n c e t h e c o n s u m e r i s i n d i f f e r e n t b e t w e e n 

P t + 1 I3 

s p e n d i n g h i s b u d g e t b e t w e e n p e r i o d t o r t + 1 . 

H e n c e we o n l y n e e d t o c h e c k t h a t b u d g e t c o n s t r a i n t s a r e 

s a t i s f i e d w i t h e q u a l i t y . T h e c o n s u m p t i o n a l l o c a t i o n s o f t h e a g e n t 

b o r n a t t a r e 

«> CO 

( 1 9 ) c ^ n r * 2 W H T „ T A N D c l my1 2 ™ M 
T = U T = ( ) 

T h e n 
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( 2 0 ) p t c t + P t + 1 c t + 1 = p ^ * 2 w T u r n T + p ^ - r * 2 
T + l ' r + l 

T = 0 T = 0 
CO 

= 6 T 2 (w + B~tv ) u , s i n c e u n =P 
T _ 0

V T K T T+1 ' T T
 H T + 1 

= 6 5 1 ! A + r u t 
T = 0 

T h e a b o v e f o l l o w s b e c a u s e w + / 3 T V = W + / 3 T V , , CJ = ( T / 3 ) t T ( o + 6 T V , 1 a n d 
T ' T O 1 t V K 7 L 0 1 J 

in 

B u t t h e n e q u a t i o n ( 2 0 ) s t a t e s t h a t t h e c o n s u m p t i o n a l l o c a t e d t o t h i s 

a g e n t s t r i c t l y s a t i s f i e s h i s b u d g e t c o n s t r a i n t . 

T h e a g e n t i = - l s u p p l i e s i n e 1 a s t i c a 1 1 y a l l h i s h u m a n c a p i t a l z . 

S i n c e 

CO CO 

c = 2 v ( w ) z = 2 w, z , 
O , T T ~T . - K

 — k 

T = 1 k = l 

h i s b u d g e t c o n s t r a i n t i s a l s o s a t i s f i e d w i t h e q u a l i t y • . 

A s a f i n a l s t e p , we n e e d t o s h o w t h a t t h i s c o m p e t i t i v e e q u i l i 

b r i u m i s P a r e t o o p t i m a l . T h i s i s e s t a b l i s h e d i n t h e f o l l o w i n g 

p r o p o s i t i o n , w i t h t h e p r o o f f o l l o w i n g t h e F i r s t W e l f a r e T h e o r e m . 

P r o p o s i t i o n . T h e c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m i s P a r e t o o p t i m a l . 

P r o o f . T h e p r o o f m i m i c s D e b r e u ( 1 9 5 9 ) . S u p p o s e t h e r e e x i s t s a n o t h e r 

a l l o c a t i o n ( x ' , y ) s u c h t h a t x' >x f o r a l l i w i t h s t r i c t p r e f -

CO CO 

e r e n c e f o r s o m e g e n e r a t i o n i . T h e n p y ' = 2 w ' J < p y = 2 i r J a n d 
j = _ C O j = _ C O 

CO 

p x ' >px , w i t h s t r i c t i n e q u a l i t y f o r a g e n t i . L e t x = 2 x 1 a n d 
1=0 
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CO 

y = 2 y 3 , a n d d e f i n e x ' a n d y ' s i m i l a r l y . N o t e t h a t s i n c e o u t p u t 
j = - m 

e a c h p e r i o d i s b o u n d e d b y T t f ( l , l ) , t h e v a l u e o f t o t a l o u t p u t 

CO 

p y < 2 0 ~i f ( l , l ) . F r o m t h e a b o v e i t i s t h e c a s e t h a t p x ' >px a n d 
t = 0 

p y ' I p y • a n d t h u s p x ' > p y ' . B u t t h e n p ( x ' - y ' ) > p ( x - y ) a n d s i n c e X - y = f 

i t c a n n o t b e t h e c a s e t h a t x ' - y ' < f s o ( x ' ^ y } i s n o t a f e a s i b l e 

a l l o c a t i o n . 

S e c t i o n 6 . C o n c l u d i n g : R e m a r k s . 

We h a v e p r e s e n t e d a m o d e l o f i n v e s t m e n t i n t e c h n o l o g y s p e c i f i c 

h u m a n c a p i t a l . T h e c e n t r a l r e s u l t i s t h a t s u c h s p e c i f i c i t i e s l e a d 

t o a l a g b e t w e e n t h e t i m e t h a t a n e w t e c h n o l o g y b e c o m e s a v a i l a b l e 

a n d t h e p e a k o f i t s u s a g e . I n t h a t s e n s e , t h i s m o d e l i s c o n s i s t e n t 

w i t h t h e s l o w d i f f u s i o n o f new t e c h n o l o g i e s . I t i s c e r t a i n l y t r u e 

t h a t s l o w d i f f u s i o n c a n b e a c o n s e q u e n c e o f t h e f a c t t h a t c o n s u m e r s 

m u s t l e a r n how t o u s e new p r o d u c t s . O u r f o c u s , h o w e v e r , i s o n t h e 

f a c t t h a t p r o d u c e r s m u s t a c q u i r e t h e s k i l l s n e c e s s a r y t o p r o d u c e t h e 

new p r o d u c t c h e a p l y . I n o u r m o d e l t h e m a r g i n a l p r o d u c t o f i n v e s t 

m e n t i n s u c h h u m a n c a p i t a l i s h i g h w h e n o l d e r w o r k e r s a l r e a d y p o s 

s e s s t h e r e q u i r e d l e v e l o f s k i l l . 

O u r m a i n r e s u l t i s t h a t a n i n c r e a s e i n t h e r a t e o f c h a n g e o f 

t e c h n o l o g y i m p l i e s a n i n c r e a s e i n t h e r a t e o f d i f f u s i o n . We a l s o 

s h o w t h a t t h e w a g e p r o f i l e s o v e r t i m e a r e f l a t t e r i n o l d e r 

t e c h n o l o g i e s t h a n i n n e w e r o n e s . I n t h a t s e n s e , t h e v a l u e o f i n v e s 

t i n g i n a n e w e r t e c h n o l o g y i s h i g h e r a n d o u r m o d e l i s o n e o f h u m a n 

c a p i t a l a c c u m u l a t i o n . T h e e q u i l i b r i u m we d e s c r i b e i s P a r e t o 

o p t i m a 1 . 

3 0 



A n o b v i o u s e x t e n s i o n o f o u r m o d e l w o u l d b e t o a l l o w f o r u n c e r t 

a i n t y i n t h e r a t e o f t e c h n o l o g i c a l i n n o v a t i o n . We c o n j e c t u r e t h a t 

i n s u c h a c a s e , a t e c h n o l o g i c a l i n n o v a t i o n w h i c h i s s u b s t a n t i a l l y 

b e t t e r t h a n a v e r a g e w i l l a t t r a c t a l a r g e n u m b e r o f y o u n g w o r k e r s a n d 

l e a d t o l a r g e r t h a n a v e r a g e i n v e s t m e n t i n t h e n e w e s t t e c h n o l o g y . 

S i n c e t h i s c a p i t a l i s s p e c i f i c t o t h e t e c h n o l o g y , i n s u b s e q u e n t 

p e r i o d s r e l a t i v e l y f e w y o u n g w o r k e r s w i l l b e a t t r a c t e d t o e v e n n e w e r 

t e c h n o l o g i e s . T h e s e t e c h n o l o g i e s w i l l t h e n b e a d o p t e d a n d d i f f u s e d 

a t a s l o w e r r a t e t h a n a v e r a g e . 

T h e a s s u m p t i o n o f e x o g e n o u s t e c h n i c a l c h a n g e o b v i o u s l y d o e s n o t 

do j u s t i c e t o t h e r e a l i t y o f t h e p r o c e s s o f i n n o v a t i o n w h i c h 

r e q u i r e s t h e u s e o f r e s o u r c e s . I n a d d i t i o n , i t w o u l d b e o f i n t e r e s t 

t o e x a m i n e a m o d e l w h e r e t e c h n o l o g i c a l i n n o v a t i o n a s w e l l a s 

a d o p t i o n a r e j o i n t l y a n d e n d o g e n o u s l y d e t e r m i n e d . O n e p o s s i b l e 

m o d i f i c a t i o n o f o u r m o d e l w o u l d b e t o l e t t h e p r o d u c t i v i t y o f t h e 

n e w e s t v i n t a g e r e l a t i v e t o t h e p r e v i o u s o n e , -r, b e d e t e r m i n e d b y t h e 

n u m b e r o f w o r k e r s who e n t e r t h e n e w e s t i n d u s t r y . I n s u c h a c a s e 

w o r k e r s i n t h e n e w e s t v i n t a g e s c a n b e t h o u g h t o f a s e n g a g i n g i n 

i n n o v a t i v e a c t i v i t y . 

T h e e x i s t e n c e o f t h i s e x t e r n a l i t y may w e l l c a u s e t h e e q u i l i 

b r i u m n o t t o b e P a r e t o o p t i m a l . T h e e f f e c t s o f v a r i o u s p o l i c i e s t o 

r e m e d y t h i s e x t e r n a l i t y c o u l d t h e n b e e x a m i n e d . I n a n y c a s e , we 

c o n j e c t u r e t h a t a n e x o g e n o u s i m p r o v e m e n t i n t h e t e c h n o l o g y o f i n 

n o v a t i o n w i l l l e a d , a s i n t h i s p a p e r , t o a n i n c r e a s e i n t h e r a t e o f 

d i f f u s i o n . T h e e a r n i n g p r o f i l e s w i l l a l s o l i k e l y g e t f l a t t e r w i t h 

s u c h a n i m p r o v e m e n t . 
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A P P E N D I X . 

P r o p o s i t; i o n A . 1 . T h e r e e x i s t s a u n i q u e s e q u e n c e { w ( } t h a t s o l v e s 

e q u a t i o n ( 4 ) . 

P r o o f . T o e s t a b l i s h t h i s r e s u l t we w i l l f i r s t s h o w t h a t i f we t r u n 

c a t e t h e s y s t e m a t a n y T a n d i m p o s e v T = 0 , t h e n t h e r e e x i s t s a u n i q u e 

s o l u t i o n t o t h e t r u n c a t e d p r o b l e m . T h e n we w i l l s h o w t h a t t h e s e 

q u e n c e o f s o l u t i o n s t o t h e t r u n c a t e d p r o b l e m c o n v e r g e s a n d t h a t t h e 

l i m i t i s a s o l u t i o n t o t h e o r i g i n a l p r o b l e m . F i n a l l y we e s t a b l i s h 

t h a t t h e r e i s no o t h e r s o l u t i o n t o e q u a t i o n ( 4 ) . 

S t e p 1 : T r u n c a t e d p r o b l e m . 

C o n s i d e r t h e p r o b l e m 

w 1 + p - r v 2 ( w 2 ) = W ( ) + p - T V 1 (Wj ) 

( 4 ' ) w 2 + / 3 - Y V 3 ( w 3 ) = w I + P ' r v 2 ( w 2 ) 

w^,=w^,_ J + / 3 T V t ( w , r ) . 

s u b j e c t t o w T > 0 . 

A l t e r n a t i v e l y , t h i s i s e q u i v a l e n t t o 

W

T

= W

0

+ P T V

1 ( W ! ) 

w T = w 1 + / 3 - , v 2 ( w 2 ) 

W T = W T _ 1 + / ? T V T . ( W T ) . 

s u b j e c t t o w ( > 0 . 

We w i l l now s h o w t h a t , t h e s e t o f w . s u c h t h a t t h e w i n d u c e d b y 
T T 

b a c k w a r d i n d u c t i o n i n e q u a t i o n ( 4 ' ) w h i c h a r e a l l n o n n e g a t i v e i s 
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n o n e m p t y . We w i l l p r o c e e d b y i n d u c t i o n . N o t i c e t h a t 

w j _ j=w^, -P" rv .p (w^ , ) a n d t h e r i g h t s i d e i s i n c r e a s i n g i n w^, a n d g o e s t o 

i n f i n i t y a s w ^ - * 0 0 . H e n c e t h e r e e x i s t s s o m e vij t h a t m a k e s w^ ,_^>0 . 

S u p p o s e t h a t f o r a g i v e n w^, a n d f o r a l l T > T ' t h e i n d u c e d w^ i s 

n o n n e g a t i v e . I f w^, i n c r e a s e s , t h e n W J _ J i n c r e a s e s a n d i n d u c t i v e l y 

ŵ _ i n c r e a s e s f o r a l l T > T ' . T h u s , a s w-j,-* 0 3, w^. , _j g i v e n b y 

w , , =w_.-6"rv , (w , ) 
T - 1 T T T 

a l s o g o e s t o 0 3 a n d t h u s t h e r e e x i s t s s o m e w~ s u c h t h a t w , , i s n o n -" T T - 1 

n e g a t i v e . H e n c e t h e r e e x i s t s s o m e w^. s u c h t h a t t h e i n d u c e d s e q u e n c e 

( W _ J _ } _ 7 _ _ Q i s n o n n e g a t i v e . 

S u p p o s e w.p i s s u c h t h a t a l l a r e n o n n e g a t i v e . T h e n 

w „ - = W t - 6 T V T ( W T ) < W „ . B y i n d u c t i o n we w i l l s h o w t h a t w i s 
T - l T T v T ' T T 

i n c r e a s i n g i n T . A s s u m i n g w

T £ w

T + i we h a v e t h a t 

w , = w _ - p > 7 V (w ) < W t - 8 T V ( W , , ) < w . r - 6 - r v , , ( w , , ) =w . 
T - l T K T V TJ T T V T + l ' r T + i V T + l ' T 

H e n c e w^ i s i n c r e a s i n g i n T . 

S u p p o s e t h a t i n t h e a b o v e c a s e , W Q ( W ^ , ) > 0 . S t a r t d e c r e a s i n g w^. 

F o r a n y 0 < e , < w „ ( w _ ) a t s o m e p o i n t s o m e w =e. B u t i n t h a t c a s e t h e 
0 T T 

c o r r e s p o n d i n g w i l l b e n o g r e a t e r t h a n e . H e n c e t h e r e e x i s t s s o m e 

w s u c h t h a t i f w,p=w t h e n w ^ ( w ) > 0 a n d (w.j,) < w ^ . A s w ^ - * " we a l r e a d y 

h a v e s h o w n t h a t w _ ( w ) -» c o . 
0 v T ' 

We j u s t n e e d t o e s t a b l i s h t h a t t h e m a p p i n g W Q ( V T J ) i s c o n t i 

n u o u s . We w i l l p r o c e e d b y i n d u c t i o n . F o r T = T - 1 , 

v/j_^=Wj-p~rVj(vij) . S i n c e v T i s c o n t i n u o u s , w^ ._ j (w^ . ) i s a c o n t i n u o u s 

f u n c t i o n . S u p p o s e w i s a c o n t i n u o u s f u n c t i o n o f w T , T h e n 
T + l T 

w = w , r - 6 - r v , (w . ) w h i c h i s a c o n t i n u o u s f u n c t i o n o f w , a n d b y 
T T T + 1 T + 1 T + l J 

c o m p o s i t i o n o f w T . 
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T h e a b o v e i m p l i e s t h a t f o r a n y W

Q > 0 t h e r e e x i s t s a s o l u t i o n t o 

p r o b l e m e q u a t i o n ( 4 ' ) . F u r t h e r m o r e , s i n c e (o^(vfj) i s s t r i c t l y 

i n c r e a s i n g , t h e r e i s a u n i q u e s o l u t i o n t o t h i s p r o b l e m . 

S t e p 2 : C o n v e r g e n c e o f t h e t r u n c a t e d s o l u t i o n s 

We p r o c e e d t o s h o w t h a t t h e s e s o l u t i o n s c o n v e r g e . M o r e p r e 

c i s e l y , l e t t i n g w ( b e t h e u n i q u e s o l u t i o n t o t h e t r u n c a t e d p r o b l e m 

we e s t a b l i s h t h a t w f ->w< c o . 

We w i l l f i r s t e s t a b l i s h t h a t w

t ^ w

t + j ' ' S u p p o s e , t o t h e c o n t r a 

r y , t h a t w , - ^ w

t - + i • We w i l l f i r s t s h o w t h a t t h i s i m p l i e s t h a t 

w ^ ( w ^ ) < w ^ ( w

t + i ) - I f t h i s w e r e n o t t h e c a s e , t h e n 

w t r U o + P ' Y V l ^ W l ( w

t ) )^ c , ' o + ' 3 ' Y V l ( w l ( w t + l ^ = W t + l 

s o t h a t w 1 ( w t ) < w 1 ( w t + 1 ) 

We now s h o w t h a t t h e c o n t r a d i c t i o n h y p o t h e s i s i m p l i e s t h a t 

W

T ( W

T ) < W

T ( W

( + 1 ) F O R A 1 1 T < t . S u p p o s e W T ( w t ) < W T ( W t + j ) a n d t h a t 

W

T + I ( w

t ) ^ w

T + i ( w

t + i ) • T h e n r e p e a t i n g t h e a r g u m e n t u s e d a b o v e f o r Wj 

we o b t a i n a c o n t r a d i c t i o n . H e n c e f o r a l l T < t w (w )<w fw , ) a n d i n 
T t' T t+lJ 

p a r t i c u l a r , w ( < w £ ( w t + 1 ) <w t (w fc+ ] ) + / 3 T V T + l ( w t + l ) =w fc+ 1 . T h i s p r o v e s 

t h a t w

t + 2 ^ w

t - a s d e s i r e d . 

We now t u r n t o t h e o t h e r s i d e o f t h e i n e q u a l i t y . S u p p o s e , t o 

t h e c o n t r a r y , t h a t w <w (w , ) . T h e n J t t v t +1 ' 

w t _ 1 ( w t + 1 ) = w t + 1 - / ? 7 v t ( w t ( w t + 1 ) ) > w t - p - , v t ( w r ) = w r _ 1 ( w t ) . 

B y t h e s a m e a r g u m e n t i f w

T ( w

t + j ) ^ ' T ( w

t ) , : ' i e s a m e w i l l b e t r u e f o r 

a l l T ' < T . H e n c e b y i n d u c t i o n , to fw ,)><•> fw ) >« . 
o v t + 1 ' o v t "* o 
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We h a v e t h u s e s t a b l i s h e d t h a t w

 t ( w

 t + 1 ) ^ w

 t ^ w

 t + j • A s a c o n s e 

q u e n c e t h e f o l l o w i n g i n e q u a l i t y h o l d s 

h % + 1 - w t i < | w t + 1 - w t ( w t + 1 ) | = p 7 v t + 1 ( w t + 1 ) . 

B u t a s c a n e a s i l y b e c h e c k e d , v

 t + i ( w

 t + j ) ^ " Y _ 1 v

 t ( w

 t + ] ) s o f h a t 

| w t - w 1 | < T T [ / 3 - r v 1 ( w T ) ] < - Y t 0 - r v 1 . 

T h i s i m p l i e s t h a t {w^} i s a C a u c h y s e q u e n c e s o i t c o n v e r g e s . 

D e n o t i n g t h e l i m i t o f { w

t ) b y w , we now p r o c e e d t o s h o w t h a t 

t h e s o l u t i o n t o e q u a t i o n ( 4 ) i n d u c e d b y w f r o m e q u a t i o n ( 4 " ) i s w e l l 

d e f i n e d . We w i l l p r o c e e d a g a i n b y i n d u c t i o n , 

w = w^ + fi-yv^ (Wj ) g i v e s w^ . 

w = W j + p - r V g f W g ) g i v e s w ^ . I n o r d e r f o r t h i s t o b e w e l l d e f i n e d , we 

n e e d t h a t w>w^. S u p p o s e , t o t h e c o n t r a r y , t h a t w<w^. S i n c e w

t ^ w 

f o r a l l t W j ( w f ) > W j ( w ) a n d s o t h e a b o v e w o u l d i m p l y t h a t w ^ K j f w ^ ) , 

a c o n t r a d i c t i o n . S u p p o s e w ^ ( w ) i s w e l l d e f i n e d . T h e n 

W = W T ( W ) + P 7 V t + ^ ( W T + J ) a n d we t h u s r e q u i r e t h a t w>w^_(w). S u p p o s e t o 

t h e c o n t r a r y t h a t w < w ^ ( w ) . S i n c e w w a s a s s u m e d w e l l d e f i n e d i t i s 

e a s y t o s e e t h a t w ^ ( w ^ ) > W t ( w ) a n d s o t h e a b o v e w o u l d i m p l y t h a t 

w t < w^. ( w t ) + 0 ~ r v T + j ( W t + j (w t ) ) , a n d h e n c e w

T + | ( w

t ) w o u l d n o t b e w e l l d e 

f i n e d . T h i s p r o v e s t h a t t h e s e q u e n c e w ^ ( w ) i s a w e l l d e f i n e d s o l u 

t i o n t o e q u a t i o n ( 4 ) . 

S t e p 3 : T h i s i s t h e o n l y s o l u t i o n . 

S u p p o s e w ' i s a n o t h e r e q u i l i b r i u m . We w i l l d e n o t e b y w^ t h e 

w a g e i n d u c e d f o r v i n t a g e T b y w ' . We w i l l f i r s t s h o w t h a t w '>w . 
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S u p p o s e t o t h e c o n t r a r y t h a t w ' < w . T h e n t h e r e e x i s t s s o m e t s u c h 

t h a t w^ < w

 C

 + P " r v

 t + j ( w J. + j ) = w ' < w t , w h e r e w ( c o r r e s p o n d s t o t h e 

t r u n c a t e d s o l u t i o n a t t . B y t h e i n d u c t i v e a r g u m e n t u s e d i n s t e p 2 , 

w j<Wj (w t ) . B u t t h i s i m p l i e s t h a t 

w ' = 6) o+j3-rv j (Wj) > W Q + / 3 T V j (Wj ( w t ) ) = w , w h i c h y i e l d s a 

c o n t r a d i c t i o n . T h i s e s t a b l i s h e s t h a t w ' > w . 

We now s h o w t h a t w ' < w , w h i c h w i l l c o m p l e t e t h e p r o o f . S u p 

p o s e t o t h e c o n t r a r y t h a t w ' > w . T h e n t h e r e i s s o m e t s u c h t h a t 

w ' > w^ > w > w ^ . T h i s i m p l i e s t h a t w j > w l ^ ^ t ^ a ^ 1 ^ h e n c e t h a t 

w ' =w + /37V . (w ' ) <<o +(3-rv ] ( w . (w ) }=w , w h i c h y i e l d s a c o n t r a d i c t i o n • . 

We w i l l now p r o v e s o m e r e s u l t s w h i c h a r e u s e d i n P r o p o s i t i o n 6 . 

L e t 7 ' ~>~t a n d l e t a n d w ' c o r r e s p o n d t o t h e w a g e f o r t h e p r o b l e m 

t r u n c a t e d a t t f o r T a n d i', r e s p e c t i v e l y . F o r s i m p l i c i t y we w i l l 

d e n o t e b y w^ a n d w t h e w a g e s f o r p e r i o d T c o r r e s p o n d i n g t o t h e 

p r o b l e m t r u n c a t e d a t t f o r -r ' a n d 7 , r e s p e c t i v e l y . 

L e m m a 1 . w ; > w 

P r o o f . S u p p o s e t o t h e c o n t r a r y t h a t w^ < 
I f " t - l >~ 

i t - l 
w 

w ' 

t - l 
t h e n 

w

r - i + ^ v t K - i > 

> 
T t- l t - l - -

7 
W > 

7 
— W > 
7 t _ w [ w t _ 1 + P 7 V t ( w t ) ] = 

w h i c h i s a c o n t r a d i c t i o n . We w i l l now s h o w b y b a c k w a r d i n d u c t i o n 

t h a t t h e c o n t r a d i c t i o n h y p o t h e s i s i m p l i e s wj<-,Wj. S u p p o s e t h a t 

i T r i T - 1 
w ' < 

T 
W T h e n i f w ' ,> 

T-l ~ W T-1 
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t T - l K
 T V TJ 

T-l 

[w , + P i v (w ) ] 
L T-l T T 

1T-1 
w t > w 

a c o n t r a d i c t i o n t o t h e a b o v e h y p o t h e s i s . 

i t 
H e n c e i f w f < T 

w^ . , , t h e n w ' < — , w , . B u t t h e n t + l 1 t 1 

w, 

w ' > t _ 

u + 6-rv. ' ( w ' . ) > o; + S - t v , ( w , ) = w . T h i s e s t a b l i s h e s t h a t o 1 v 1 ' o 1 v l ' t 
1 t 

w t • 

Lemma 2 w ' > — , w . . 
1 ~ i 1 

P r o o f . S u p p o s e t h a t w ' < — , w , . T h e n 
I T 1 

( * ) W'=(0 + 0 7 ' V . ( w ' ) > W +07 ' —. V.. ( — , W, )=W_ t O ^ 1 V 1 ' O 7 1 V 7 I' t 

We now s h o w t h a t t h e a b o v e i m p l i e s t h a t w ' < 
i r 

w f o r a l l T<t 
T 

S u p p o s e t h a t w^< 
1 T 

W t f o r a l l T < T . T h e n i f w.I> 
i T 

T * 

i T - 1 
w ' = W ^ _ 1 + 0 7 ' V ^ ( W ' T ) < - . [ W T _ 1 + 0 7 V T ( W T ) ] 

i T - 1 

c o n t r a d i c t i n g ( * ) . H e n c e w ' < — , w , i m p l i e s t h a t w ' < v ' 1 7 1 K T 

T < t . B u t t h e n 

W t * W t ' 

w f o r a l l 
T 

w = w ; _ 1 + 0 7 ' v ; ( w ; ) < w ; _ 1 + 0 7 - v ; ( 

i t - i 
[ W c _ 1 + 0 7 ( W T ) ] < W T 

1 t 
w t ) 

c o n t r a d i c t i n g ( * ) . T h i s e s t a b l i s h e s t h a t wj > — 

P r o p o s i t i o n A . 2 I f 7 ' >7 t h e n n ( T , p ' ) < n ( T , p ) w h e r e p ' a n d p a r e t h e 

i n v a r i a n t d i s t r i b u t i o n s c o r r e s p o n d i n g t o 7 ' a n d 7 , r e s p e c t i v e l y . 
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P r o o f . We w i l l s h o w t h a t f o r a n y t r u n c a t e d s e q u e n c e 

W ( T , U ' ) > 

1 T 
W ( T , ( X ) . 

S i n c e n ^ [ ( - r / - r ' ) w ] = n r ( w ) , t h i s s u f f i c e s t o p r o v e t h e r e s u l t . 

i i 

B y L e m m a 1 wj_ > —, 

We w i l l s h o w t h a t 

i T - 1 

w t - S u p p o s e t h a t w^> 
1 7" 

w f o r a l l T > T 
T 

w ' t - i ^ r-i 
We w i l l s h o w t h a t i f t h i s i s n o t t r u e t h e n b y i n d u c t i o n ( o h n o . . . 

n o t a g a i n ! ) w |<—,w^ t h e r e f o r e c o n t r a d i c t i n g Lemma 2 . H e n c e s u p p o s e 

i T - 1 
t h e c o n t r a r y , t h a t w ' . 

T - l 
w j_ i • T h e n 

( A . 2 ) w ; < 
-i T - l 

[ W T _ 1 + P T V T _ 1 ( W T _ 1 ) ] = 
i T - 1 

w ' < -W T - 2 ^ U ' 

We w i l l now s h o w t h a t a s a c o n s e q u e n c e o f t h e a b o v e a s s u m p t i o n 

T T - 2 
W T - 2 ' S u p p o s e n o t . T h e n 

W t 

T - 2 
[ w T _ 2 + f 3 7 v T _ 1 ( w T _ 1 ) ] > 

i T - 1 
w t ' 

c o n t r a d i c t i n g e q u a t i o n ( A . 2 ) . A l s o , i f w~ „ > — 
r-3 i7 

T T - 3 
w T - 3 t h e n 

T T - 3 
[ W +/37V ( W ) ] > 

i T - 1 

" T _ 2 v " T V 

( A . 2 ) . A p - p l y i n g t h i s s a m e a r g u m e n t i n d u c t i v e l y we o b t a i n t h a t 

w c o n t r a d i c t i n g e q u a t i o n 

w ' , < — , w , , a c o n t r a d i c t i o n t o Lemma 2 . 
1 7 1 

H e n c e , a s d e s i r e d , w j _ ! ^ 
- i T -1 

w T - l • 

t r a r i l y , t h i s e s t a b l i s h e s t h a t w ' > 

S i n c e T w a s c h o s e n a r b i -

w^ , s o t h e p r o o f i s c o m 

p l e t e O. 
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We e s t a b l i s h h e r e t h a t t h e E u l e r e q u a t i o n s f o r t h e m a x i m i z a t i o n 

p r o b l e m o f t h e f i r m i n s e c t i o n 5 a r e n e c e s s a r y a n d s u f f i c i e n t , 

t o g e t h e r w i t h a t r a n s v e r s a l i t y c o n d i t i o n t h a t i s s a t i s f i e d . 

Lemma 3 . n^,f g ( n T + ^ , n^,)-»0 a s T-***. 

P r o o f : n j f 2 ^ n T + r n T ' = n T V T ' ^ U n T ~ * ^ a n c ' V T i s d e c r e a s i n g D -

L e t n = { n ^ l w h e r e f o r n o t a t i o n a l c o n v e n i e n c e n"^ , =z*j . 
x t' - 1 J 

L e m m a 4 . I f n s a t i s f i e s 

p t ^ j f i ( n J f n t - i ) + p t + r j f 2 ( n t + i - n J t ) - w t ^ 0 t = ^ + 1 

*V J f 2< n 0 - n - l ) " wi *° 

n ^ f ^ ( n j + i • nj ) "*0 ( t r a n s v e r s a 1 i t y c o n d i t i o n ) 

t h e n n i s a p r o f i t m a x i m i z i n g a l l o c a t i o n . 

P r o o f : F o r n o t a t i o n a l c o n v e n i e n c e we w i l l s u p r e s s t h e i n d e x j . 

C o n s i d e r a n a l t e r n a t i v e i n p u t s e q u e n c e n ' = { n ( ' } . F o r T f i x e d a n d 

l e t t i n g h t = n ' - n l e t t i n g TT^. a n d ir i n d i c a t e t h e p r o f i t s u p t o p e r i o d 

T c o r - r e s p o n d i n g t o p l a n s n ' a n d n r e s p e c t i v e l y , 

T T 
WT~WrS

tl »ty fK'n;-l>-wtnt " Wj n-1" A*V J f ( n f nt-l)_wtnt-wjn-l 
T 

- 2 P t ^ J C f ( n t * h t . n t „ 1 + h t . 1 ) - f ( n t . n t _ 1 ) ] - « t h t - w J h . 1 
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T 
tZ0

a
 ,{p,'v(vaht'»t-i tBVi)- fK'Bt.i)]- ,tht" , ,j 

T h e l a s t i n e q u a l i t y f o l l o w s f r o m t h e c o n c a v i t y o f f ( . ) . 

T h i s i m p l i e s t h a t 

T 
f T _ F T * t f 0

P t T C h t f l ( n f n t - l > + h t - l f 2 < n f n t - l ) ] - w t h t - w j h - l 

T - l 

=

 t f 0

h t [ p t ^ fl ( nt'nt-l ) + Pt+r f 2 ( n t+ l ' n t ) _ w t ] + h T C ' r p T f l ( n T ' n T - l ) _ ' 

+ h _ 1 [ 7 j f 2 ( n 0 . n _ 1 ) - w ° ] 

< h T [ p T T J f 1 ( n T . n T _ 1 ) - w T ] = - h T p T - r J f 2 ( n T + 1 . n ? ) 

= ( n T - n - j , ) p T T J f 2 ( n T + 1 , n T ) 

B u t t h e n b y l e m m a 3 a s T - * » , w^-ir- -» - p ^ n ^ T ^ f 2 ( n T + ^ , n T ) < 0 . 

T h i s p r o v e s t h a t t h e r e i s n o f e a s i b l e p l a n w i t h s t r i c t l y p o s i t i v e 

p r o f i t s , a n d h e n c e t h e a l l o c a t i o n { n ( } i s p r o f i t m a x i m i z i n g • . 
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