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A b s t r a c t 

We a n a l y z e t h e i n c e n t i v e f o r a g o v e r n m e n t t o d e f a u l t o n i t s d e b t s i n 

a v a r i a n t o f t h e L u c a s a n d S t o k e y (1983) m o d e l o f o p t i m a l t a x a t i o n . O p t i m a l 

f i s c a l p o l i c y r e q u i r e s t h e u s e o f d e b t t o s m o o t h t a x d i s t o r t i o n s o v e r t i m e . 

D y n a m i c c o n s i s t e n c y r e q u i r e s t h a t g o v e r n m e n t s n o t h a v e a n i n c e n t i v e t o d e f a u l t 

o n t h e i n h e r i t e d d e b t . We c o n s i d e r p o l i c y a n d a l l o c a t i o n r u l e s w h i c h map t h e 

h i s t o r y o f t h e e c o n o m y i n t o c u r r e n t d e c i s i o n s . A s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m i s a 

s e q u e n c e o f h i s t o r y - c o n t i n g e n t f u n c t i o n s w h i c h s a t i s f y s e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y 

f o r t h e g o v e r n m e n t a n d f o r p r i v a t e a g e n t s . We c h a r a c t e r i z e s u s t a i n a b l e 

e q u i l i b r i u m o u t c o m e s when t h e h o r i z o n i n f i n i t e . We s h o w t h a t , u n d e r 

p l a u s i b l e a s s u m p t i o n s , t h e l o s s i n w e l f a r e d u e t o t h e a b s e n c e o f a c o m m i t m e n t 

t e c h n o l o g y t o h o n o r d e b t s i s s m a l l . 



T h i s p a p e r a n a l y z e s a c l a s s i c p r o b l e m i n t h e l i t e r a t u r e o n t i m e 

c o n s i s t e n c y , n a m e l y , t h e i n c e n t i v e f o r g o v e r n m e n t s t o d e f a u l t o n t h e i r 

d e b t s . We a n a l y z e t h i s i s s u e i n a r e p r e s e n t a t i v e a g e n t m o d e l o f o p t i m a l 

t a x a t i o n a d a p t e d f r o m t h e s e m i n a l p a p e r by L u c a s a n d S t o k e y ( 1 9 8 3 ) . 1 G o v e r n 

m e n t c o n s u m p t i o n , w h i c h i s e x o g e n o u s l y g i v e n , f l u c t u a t e s o v e r t i m e a n d t h e 

r e v e n u e s t o f i n a n c e t h i s c o n s u m p t i o n a r e r a i s e d t h r o u g h d i s t o r t i o n a r y t a x e s o n 

l a b o r . T h e g o v e r n m e n t c h o o s e s t a x r a t e s i n e a c h p e r i o d t o m a x i m i z e t h e w e l 

f a r e o f t h e r e p r e s e n t a t i v e a g e n t . T h e p u b l i c f i n a n c e t r a d i t i o n , s t e m m i n g f r o m 

Ramsey ( 1 9 2 7 ) , i s a u s e f u l s t a r t i n g p o i n t i n t h i n k i n g a b o u t t h i s p r o b l e m . 

I n t h i s t r a d i t i o n , t h e g o v e r n m e n t f i r s t c h o o s e s t h e e n t i r e s e q u e n c e 

o f t a x r a t e s . P r i c e s a n d q u a n t i t i e s a r e t h e n d e t e r m i n e d i n a c o m p e t i t i v e 

e q u i l i b r i u m , g i v e n t h e t a x s e q u e n c e . T h e g o v e r n m e n t c h o o s e s a t a x p o l i c y t o 

m a x i m i z e t h e r e p r e s e n t a t i v e a g e n t ' s w e l f a r e o v e r t h e r e s u l t i n g c o m p e t i t i v e 

a l l o c a t i o n s . An o p t i m a l p o l i c y , t o g e t h e r w i t h t h e r e s u l t i n g c o m p e t i t i v e 

e q u i l i b r i u m , i s a Ramsey e q u i l i b r i u m . I m p l i c i t i n t h i s e q u i l i b r i u m i s a 

s e q u e n c e o f d e b t i s s u e s a n d r e p a y m e n t s . C o n s e q u e n t l y , t h e o p t i m a l t a x p o l i 

c i e s i m p l y a n o p t i m a l d e b t p o l i c y . 

T h i s a p p r o a c h t o t h e o p t i m a l t a x a t i o n p r o b l e m i s a p p r o p r i a t e i n 

e n v i r o n m e n t s w h e r e s o c i e t i e s h a v e a c c e s s t o a c o m m i t m e n t t e c h n o l o g y t o b i n d 

t h e a c t i o n s o f f u t u r e g o v e r n m e n t s . I n many s i t u a t i o n s , h o w e v e r , i t i s m o r e 

a p p r o p r i a t e t o t h i n k o f p o l i c i e s a s b e i n g c h o s e n a t e a c h d a t e w i t h n o a b i l i t y 

t o c o m m i t t o f u t u r e p o l i c i e s . A s o l u t i o n t o t h e o p t i m a l t a x a t i o n p r o b l e m m u s t 

t h e n r e q u i r e t h a t p o l i c i e s be s e q u e n t i a l l y r a t i o n a l . T h a t i s , t h e p o l i c y 

r u l e s m u s t m a x i m i z e t h e g o v e r n m e n t ' s w e l f a r e f u n c t i o n a t e a c h d a t e , g i v e n t h a t 

p r i v a t e a g e n t s b e h a v e o p t i m a l l y . L i k e w i s e , o p t i m a l i t y by p r i v a t e a g e n t s 

r e q u i r e s t h a t t h e y f o r e c a s t f u t u r e p o l i c i e s a s b e i n g s e q u e n t i a l l y r a t i o n a l f o r 

t h e g o v e r n m e n t . O f c o u r s e , c o m p e t i t i v e p r i v a t e a g e n t s m u s t a l s o t a k e f u t u r e 
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p o l i c i e s a s u n a f f e c t e d by t h e i r a c t i o n s . V a r i o u s d e f i n i t i o n s o f e q u i l i b r i u m 

h a v e b e e n o f f e r e d i n t h e l i t e r a t u r e ( s e e , f o r e x a m p l e , L u c a s a n d S t o k e y 1 9 8 3 ) 

t o s a t i s f y t h e s e r e q u i r e m e n t s . T o d i s t i n g u i s h o u r d e f i n i t i o n f r o m t h e o t h e r s , 

we c a l l a s e q u e n c e o f r u l e s f o r p o l i c i e s , a l l o c a t i o n s , a n d p r i c e s w h i c h s a t 

i s f y s e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y a s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m . 

O u r f o r m u l a t i o n a l l o w s p o l i c i e s , a l l o c a t i o n s , a n d p r i c e s t o d e p e n d 

o n t h e e n t i r e h i s t o r y o f p a s t d e c i s i o n s by t h e g o v e r n m e n t a s w e l l a s p a s t 

a g g r e g a t e ( o r p e r c a p i t a ) a l l o c a t i o n s . T h u s , p o l i c i e s , a l l o c a t i o n s , a n d 

p r i c e s a r e d e f i n e d a s h i s t o r y - c o n t i n g e n t f u n c t i o n s . T h i s b r e a k f r o m t h e 

g e n e r a l e q u i l i b r i u m t r a d i t i o n o f c o n s i d e r i n g e q u i l i b r i a w h i c h a r e e v e n t -

c o n t i n g e n t f u n c t i o n s i s e s s e n t i a l i n i m p o s i n g s e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y . B o t h 

g o v e r n m e n t s a n d c o m p e t i t i v e a g e n t s m u s t f o r e c a s t how c u r r e n t d e c i s i o n s a f f e c t 

f u t u r e o u t c o m e s . A l l o w i n g f o r h i s t o r y - c o n t i n g e n t f u n c t i o n s s o l v e s t h i s f o r e 

c a s t i n g p r o b l e m . I n a c o m p a n i o n p i e c e ( C h a r i a n d K e h o e 1 9 8 7 b ) , we d e f i n e a n d 

c h a r a c t e r i z e s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i a i n a m o d e l w h e r e t h e r e a r e n o s t a t e v a r i 

a b l e s l i n k i n g a c t i o n s b e t w e e n p e r i o d s . I n t h e m o d e l c o n s i d e r e d h e r e , h o w e v e r , 

g o v e r n m e n t d e b t i s a n e s s e n t i a l l i n k b e t w e e n p e r i o d s . T h i s m a k e s t h e a n a l y s i s 

b o t h m o r e c o m p l i c a t e d a n d m o r e i n t e r e s t i n g . 

I n t h e m o d e l we a l l o w t h e g o v e r n m e n t t o d e f a u l t o n i t s d e b t s . 

F i r s t , we c o n s i d e r a f i n i t e h o r i z o n v e r s i o n o f t h e m o d e l . A s m i g h t b e e x 

p e c t e d , t h e R a m s e y a l l o c a t i o n s a r e n o t , i n g e n e r a l , o u t c o m e s o f a s u s t a i n a b l e 

e q u i l i b r i u m s i n c e t h e d e b t i s s u e s a s s o c i a t e d w i t h a R a m s e y a l l o c a t i o n a r e 

p o s i t i v e a t some d a t e s . When t h e i n h e r i t e d d e b t i s p o s i t i v e , t h e g o v e r n m e n t 

h a s a n i n c e n t i v e t o d e f a u l t . R e c o g n i z i n g t h i s , p r i v a t e a g e n t s w i l l n o t b u y 

s u c h d e b t i n p r e v i o u s p e r i o d s . T h i s d o e s n o t i m p l y , h o w e v e r , t h a t a s u s t a i n 

a b l e e q u i l i b r i u m m u s t h a v e a c o n t i n u o u s l y b a l a n c e d b u d g e t . T h e g o v e r n m e n t c a n 

s m o o t h t a x d i s t o r t i o n s o v e r t i m e by i s s u i n g n e g a t i v e d e b t , t h a t i s , by 
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p u r c h a s i n g c l a i m s o n p r i v a t e a g e n t s . We f u l l y c h a r a c t e r i z e s u s t a i n a b l e e q u i 

l i b r i a w i t h a f i n i t e h o r i z o n . We s h o w t h a t s u s t a i n a b l e a l l o c a t i o n s s o l v e a 

p r o g r a m m i n g p r o b l e m c a l l e d t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m . T h e s u s t a i n a b l e 

a l l o c a t i o n s m a x i m i z e t h e w e l f a r e o f t h e r e p r e s e n t a t i v e c o n s u m e r a t d a t e z e r o , 

s u b j e c t t o t h e b u d g e t c o n s t r a i n t a n d a s e q u e n c e o f c o n s t r a i n t s w h i c h r e q u i r e 

t h a t t h e p r e s e n t v a l u e o f t h e g o v e r n m e n t ' s s u r p l u s be n o n p o s i t i v e a t a l l 

f u t u r e d a t e s . A l l s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i a y i e l d t h e same d i s c o u n t e d v a l u e o f 

u t i l i t y a t d a t e z e r o . 

W i t h a n i n f i n i t e h o r i z o n , t h e s e t o f s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i a b e c o m e s 

l a r g e r . T h e l i m i t o f t h e f i n i t e h o r i z o n e q u i l i b r i a i s a l s o a n e q u i l i b r i u m 

w i t h a n i n f i n i t e h o r i z o n . We s h o w t h a t a n a r b i t r a r y s e q u e n c e o f p o l i c i e s , 

a l l o c a t i o n s , a n d p r i c e s i s a s u s t a i n a b l e o u t c o m e i f i t s a t i s f i e s t w o s i m p l e 

c o n d i t i o n s . We t h e n s h o w how o u r r e s u l t s g e n e r a l i z e t o t h e c a s e o f u n c e r 

t a i n t y . 

A p a r t i c u l a r l y i n t e r e s t i n g q u e s t i o n i s t h e m a g n i t u d e o f l o s s i n 

w e l f a r e d u e t o t h e a b s e n c e o f a c o m m i t m e n t t e c h n o l o g y . We s h o w t h a t u n d e r 

p l a u s i b l e a s s u m p t i o n s , t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n u t i l i t y i n a s u s t a i n a b l e 

e q u i l i b r i u m a n d t h e R a m s e y u t i l i t y c a n be made a r b i t r a r i l y s m a l l by m a k i n g t h e 

h o r i z o n s u f f i c i e n t l y l o n g a n d t h e d i s c o u n t f a c t o r s u f f i c i e n t l y c l o s e t o 

u n i t y N o t e t h a t t h i s r e s u l t h o l d s i n a f i n i t e h o r i z o n a n d t h u s d o e s n o t r e l y 

u p o n " t r i g g e r " s t r a t e g i e s . R a t h e r , t h e r e s u l t h o l d s b e c a u s e t h e a b i l i t y t o 

i s s u e n e g a t i v e d e b t a l l o w s f o r a l m o s t a s much t a x s m o o t h i n g a s i n a R a m s e y 

e q u i l i b r i u m . 2 [ C h a r i a n d K e h o e ( 1 9 8 7 a ) c h a r a c t e r i z e s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i a 

when t h e g o v e r n m e n t c a n n o t own c l a i m s o n p r i v a t e a g e n t s . F o r s u c h e n v i r o n 

m e n t s t h e r e s u l t s o b t a i n e d a r e r a t h e r d i f f e r e n t . ] 

We c o n c l u d e b y c h a r a c t e r i z i n g s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i a i n a s e r i e s o f 

e x a m p l e s . 



1. C o m m i t m e n t 

C o n s i d e r a s i m p l e p r o d u c t i o n e c o n o m y p o p u l a t e d by a l a r g e n u m b e r o f 

i d e n t i c a l i n f i n i t e l y l i v e d c o n s u m e r s . I n e a c h p e r i o d t h e r e a r e t w o g o o d s : 

l a b o r a n d a c o n s u m p t i o n g o o d . A c o n s t a n t - r e t u r n s - t o - s c a l e t e c h n o l o g y i s 

a v a i l a b l e t o t r a n s f o r m o n e u n i t o f l a b o r i n t o o n e u n i t o f o u t p u t . T h e o u t p u t 

c a n b e u s e d f o r p r i v a t e o r f o r g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n . T h e p e r c a p i t a l e v e l 

o f g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n i n e a c h p e r i o d , d e n o t e d G ^ . , i s e x o g e n o u s l y s p e c 

i f i e d . L e t C j . a n d 8.̂ . d e n o t e t h e i n d i v i d u a l l e v e l s o f c o n s u m p t i o n a n d l a b o r , 

a n d l e t C t a n d L^. d e n o t e t h e a g g r e g a t e ( o r p e r c a p i t a ) v a l u e s o f t h e s e v a r i 

a b l e s . An a g g r e g a t e a l l o c a t i o n ( C , L ) = {C , L }™ . i s f e a s i b l e i f i t s a t i s f i e s 

( 1 . 1 ) C t + G f c = L t . 

T h e p r e f e r e n c e s o f e a c h c o n s u m e r a r e g i v e n by 

CO 

( 1 . 2 ) I s f y c . , * . ) 
t =0 

w h e r e U i s s t r i c t l y i n c r e a s i n g , s t r i c t l y c o n c a v e , a n d b o u n d e d , a n d w h e r e 0 <. 8 

< 1 . We a l s o a s s u m e t h a t c o n s u m p t i o n a n d l e i s u r e a r e n o r m a l g o o d s . 

L e t p f c d e n o t e t h e p r i c e o f t h e c o n s u m p t i o n g o o d a t t i m e t i n a n 

a b s t r a c t u n i t o f a c c o u n t , a n d l e t p = { p ^ l T , - . d e n o t e t h e v e c t o r o f s u c h 

p r i c e s . S i n c e t h e c o n s t a n t - r e t u r n s - t o - s c a l e t e c h n o l o g y t r a n s f o r m s a u n i t o f 

l a b o r i n t o o n e u n i t o f o u t p u t , t h e wage r a t e e q u a l s t h e p r i c e o f t h e c o n s u m p 

t i o n g o o d . We a s s u m e t h a t r e v e n u e s c a n be r a i s e d o n l y t h r o u g h a p r o p o r t i o n a l 

t a x o n l a b o r i n c o m e . L e t x t d e n o t e t h e t a x r a t e o n t h e l a b o r i n c o m e e a r n e d i n 

p e r i o d t , a n d l e t t = { t f } r _ n d e n o t e t h e s e q u e n c e o f s u c h t a x r a t e s . T h e 

b u d g e t c o n s t r a i n t o f t h e r e p r e s e n t a t i v e c o n s u m e r a t t i m e 0 i s t h e n 

° - 3 ) X P t I v ( i ' T t ) i t l = ° * 



N o t i c e t h a t we h a v e w r i t t e n t h e c o n s u m e r ' s b u d g e t c o n s t r a i n t i n 

" d a t e 0 " o r p r e s e n t - v a l u e f o r m . I m p l i c i t i n t h i s c o n s t r a i n t i s a s e q u e n c e o f 

g o v e r n m e n t d e b t h e l d by c o n s u m e r s . T o u n d e r s t a n d t h e g o v e r n m e n t ' s i n c e n t i v e s 

t o t a x ( o r t o d e f a u l t ) o n t h e d e b t , i t i s u s e f u l t o w r i t e o u t t h i s s e q u e n c e 

e x p l i c i t l y . 

F o l l o w i n g L u c a s a n d S t o k e y ( 1 9 8 3 ) , we a l l o w f o r g o v e r n m e n t d e b t o f 

a l l m a t u r i t i e s . I n e a c h p e r i o d t t h e g o v e r n m e n t h a s o u t s t a n d i n g n e t c l a i m s 

d e n o t e d . , B = j \ , B } " . , w h e r e . .B_ i s a c l a i m t o g o o d s a t t i m e s . A t t i m e 
t - 1 l t - 1 s J s = t ' t - 1 s 

t t h e g o v e r n m e n t r a i s e s r e v e n u e s a n d i s s u e s new d e b t c l a i m s , w h i c h r e s u l t i n a 

n e t d e b t p o s i t i o n o f fcB. ( O n e c a n t h i n k o f fcB a s a s i n g l e b o n d w i t h t i m e -

v a r y i n g c o u p o n p a y m e n t s . ) L e t 5 f c € [ 0 , 1 ] d e n o t e t h e d e f a u l t r a t e o n d e b t 

o u t s t a n d i n g i n p e r i o d t . H e r e 6 , = 0 c o r r e s p o n d s t o c o m p l e t e r e p a y m e n t , 

S s 1 t o c o m p l e t e d e f a u l t a n d 0 < 6 < 1 t o p a r t i a l d e f a u l t . ( O n e c a n t h i n k 
c t 

o f & u a s a t a x o n d e b t . ) L e t h q „ be t h e p r i c e a t t i m e t o f t h e d e b t c l a i m 
t £ S 

m a t u r i n g i n p e r i o d s . T h e v a l u e o f t h e o u t s t a n d i n g d e b t a t t i m e t i s g i v e n by 

U t t q s t - l V 

T h e g o v e r n m e n t ' s b u d g e t c o n s t r a i n t a t t i m e t i s 

( 1 - 4 ) e t K L t - G t ) + I ,t% t B s ( 1 " V \t% t - i B s 
s=t+1 s = t 

w h e r e _ 1 B = 0 . 

T h e a n a l o g o u s s e q u e n t i a l b u d g e t c o n s t r a i n t s f o r t h e a g g r e g a t e a l l o 

c a t i o n s { C t > L t } £ _ 0 a r e 

h K { U \ ) L t ^ I ,t% t B S = ( 1 - V lt*S t - 1 B S 

s= t+1 s = t 

w h e r e _ 1 B = 0 . O b v i o u s l y , i n a c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m t h e r e i s a n a r b i t r a g e 

r e l a t i o n b e t w e e n t h e p r i c e s o f t h e c o n s u m p t i o n g o o d s a n d t h e p r i c e s o f t h e 

d e b t c l a i m s , n a m e l y , ^ q t = p,. a n d 
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I n t h i s e c o n o m y a n i n d i v i d u a l a g e n t ' s a l l o c a t i o n i s a v e c t o r o f 

c o n s u m p t i o n a n d l a b o r , d e n o t e d by x = { x t ^ t - 0 ' w h e r e x t = ( c ^ . a ^ ) . ^ n a £ > g r e ~ 

g a t e a l l o c a t i o n i s d e f i n e d a n a l o g o u s l y a n d d e n o t e d by X = t X F C } ™ _ Q , w h e r e X f c = 

( C , L ) . A p o l i c y f o r t h e g o v e r n m e n t i s a s e q u e n c e o f t a x r a t e s o n l a b o r , 

d e f a u l t r a t e s o n d e b t , a n d d e b t i s s u e s a n d i s d e n o t e d by n = l ' T I

f c }^_o> w h e r e 

( T . , 6 . , . B ) . We c a n now d e f i n e a c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m . 

D e f i n i t i o n : A c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m i s a s e t o f i n d i v i d u a l a l l o c a t i o n s x , 

a n a g g r e g a t e a l l o c a t i o n X , p r i c e s y s t e m s p a n d q , a n d a p o l i c y IT t h a t s a t i s f y 

• C o n s u m e r m a x i m i z a t i o n . G i v e n i t , p , q , a n d X , t h e i n d i v i d u a l a l l o 

c a t i o n x m a x i m i z e s u t i l i t y ( 1 . 2 ) s u b j e c t t o ( 1 . 3 ) . 

• S e q u e n t i a l c o n s t r a i n t s f o r a g g r e g a t e a l l o c a t i o n s . T h e a g g r e g a t e 

a l l o c a t i o n X s a t i s f i e s ( 1 . 5 ) f o r e a c h t . 

• S e q u e n t i a l c o n s t r a i n t s f o r g o v e r n m e n t p o l i c i e s . T h e p o l i c y n 

s a t i s f i e s ( 1 . 4 ) f o r e a c h t . 

• No a r b i t r a g e . T h e p r i c e s y s t e m s p a n d q s a t i s f y ( 1 . 6 ) f o r a l l t . 

• R e p r e s e n t a t i v e n e s s . x = X . 

N o t i c e t h a t t h e s e q u e n t i a l c o n s t r a i n t s ( 1 . 4 ) a n d ( 1 . 5 ) i m p l y t h e f e a s i b i l i t y 

c o n d i t i o n ( 1 . 1 ) . 

We c o m m e n t b r i e f l y o n t h e n o - a r b i t r a g e c o n d i t i o n a n d t h e s e q u e n c e o f 

c o n s t r a i n t s f o r a g g r e g a t e a l l o c a t i o n s . We c a n d e r i v e t h e s e c o n d i t i o n s f r o m 

c o n s u m e r m a x i m i z a t i o n by i n c l u d i n g t h e s e q u e n c e o f p e r i o d b u d g e t c o n s t r a i n t s 

f o r e a c h o f t h e c o n s u m e r s . T h e s e p e r i o d b u d g e t c o n s t r a i n t s i n c l u d e t h e d e b t 

c l a i m s h e l d o n o t h e r c o n s u m e r s a s w e l l a s o n t h e g o v e r n m e n t . C o n s u m e r m a x i m i 

z a t i o n t h e n i m p l i e s t h e n o - a r b i t r a g e c o n d i t i o n . M a r k e t c l e a r i n g i n p r i v a t e 

d e b t a n d r e p r e s e n t a t i v e n e s s t h e n i m p l y t h e s e q u e n c e o f c o n s t r a i n t s f o r a g g r e -
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g a t e a l l o c a t i o n s . F o r n o t a t i o n a l c o n v e n i e n c e we h a v e s i m p l y i m p o s e d t h e s e 

c o n d i t i o n s a s p a r t o f t h e d e f i n i t i o n o f e q u i l i b r i u m . 

S i n c e i n a n y e q u i l i b r i u m t h e i n d i v i d u a l a n d a g g r e g a t e a l l o c a t i o n s 

c o i n c i d e , we r e f e r t o s u c h a c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m a s ( i r , X , p , q ) . L e t E 

d e n o t e t h e s e t o f p o l i c i e s f o r w h i c h a n e q u i l i b r i u m e x i s t s . A s s u m e t h a t f o r 

e a c h it i n E t h e r e i s a u n i q u e a l l o c a t i o n X ( T T ) . (A s u f f i c i e n t c o n d i t i o n f o r 

t h i s t o be t r u e i s t h a t c o n s u m p t i o n a n d l e i s u r e a r e n o r m a l g o o d s . ) T h e e q u i 

l i b r i u m v a l u e o f u t i l i t y u n d e r a p o l i c y TF i s g i v e n b y 

CO 

V ( i r , X ( i i ) ) = I B f c U ( C . U ) , L . ( „ ) ) . 
t =0 C C 

We s a y ( i r , X , p , q ) i s a Ramsey e q u i l i b r i u m i f u s o l v e s 

max V ( n , X ( i r ) ) 
i reE 

a n d X = X ( n ) , p = p ( n ) , a n d q = q ( i t ) . T h e i d e a b e h i n d t h i s e q u i l i b r i u m i s 

t h a t t h e r e i s a c o m m i t m e n t t e c h n o l o g y t h r o u g h w h i c h t h e g o v e r n m e n t c a n c o m m i t 

t o a p o l i c y n o n c e a n d f o r a l l a t t h e b e g i n n i n g o f t i m e . 

I n t h i s m o d e l we h a v e a l l o w e d g o v e r n m e n t t o t a x l a b o r a n d t o d e f a u l t 

o n d e b t . A s we s h a l l s e e , i n t h e n o - c o m m i t m e n t e q u i l i b r i u m t h e i n c e n t i v e t o 

d e f a u l t o n d e b t d r i v e s t h e t i m e i n c o n s i s t e n c y p r o b l e m . H o w e v e r , i n t e r e s t i n g l y 

e n o u g h , i n t h e R a m s e y e q u i l i b r i u m t h e a b i l i t y t o d e f a u l t i s i r r e l e v a n t ; a n d , 

i n t e r m s o f a l l o c a t i o n s , a l l t h a t r e a l l y m a t t e r s i s t h e t a x o n l a b o r . 

S p e c i f i c a l l y , t h e R a m s e y e q u i l i b r i u m f o r t h i s e c o n o m y c o i n c i d e s w i t h t h e 

Ramsey e q u i l i b r i u m c o n s i d e r e d by L u c a s a n d S t o k e y (1983) i n w h i c h g o v e r n m e n t s 

a r e a s s u m e d t o h o n o r t h e i r d e b t s . T h e r e a s o n f o r t h i s i s t h a t l e t t i n g t h e 

g o v e r n m e n t d e f a u l t d o e s n o t e x p a n d t h e s e t o f a l l o c a t i o n s a t t a i n a b l e u n d e r a 

g o v e r n m e n t p o l i c y . We t h e n h a v e 
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P r o p o s i t i o n 1 : ( T h e Ramsey E q u i l i b r i u m . ) 

T h e c o n s u m p t i o n a n d l a b o r a l l o c a t i o n s C a n d L i n t h e R a m s e y e q u i l i b 

r i u m s o l v e t h e p r o b l e m 

max T 6 U ( C . , L . ) 
t =0 t t 

s u b j e c t t o 

( 1 . 7 ) C f c + G t = L t 

( 1 . 8 ) I &\ = 0 
t = 0 

w h e r e R. = U C . + U L. i s t h e g o v e r n m e n t s u r p l u s i n p e r i o d t i n u n i t s o f 
L C U x, X/ 

m a r g i n a l u t i l i t y . 

P r o o f : F i r s t , t h e s e t o f a l l o c a t i o n s a t t a i n a b l e i s t h e same a s t h o s e i n a n 

e c o n o m y w h e r e t h e g o v e r n m e n t s e t s t h e d e f a u l t r a t e i d e n t i c a l l y e q u a l t o 

z e r o . T o s e e t h i s , n o t e t h a t i f ( i r , X , p , q ) i s a n e q u i l i b r i u m w i t h t h e d e f a u l t 

r a t e 6 f c p o s s i b l y p o s i t i v e f o r some t , t h e n s o i s ( i r , X , p , q ) w i t h T f c = i f c , 

6 t = 0 , t q g = p s , a n d fcBg = t B g ( 1 - « t + 1 ) • • • ( 1 - 6 g ) f o r a l l s , a n d t , w i t h s > 

t + 1 . N e x t , n o t i c e t h a t i n a n y c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m , t h e c o n s u m e r ' s 

f i r s t - o r d e r c o n d i t i o n s i m p l y 

( 1 . 9 ) p t = 8 t U c ( C f c , L t ) 

a n d 

( 1 . 1 0 ) ( 1 - t t ) = - U t ( C t , L t ) / U c ( C t , L t ) . 

S u b s t i t u t i n g ( 1 . 9 ) a n d ( 1 . 1 0 ) i n t o t h e c o n s u m e r ' s b u d g e t c o n s t r a i n t ( 1 . 3 ) 

g i v e s ( 1 . 8 ) . C l e a r l y t h e r e a r e many d e b t s e q u e n c e s ( t

B } ^ _ 0 a n d d e f a u l t r a t e s 

{ 6 , } " w h i c h s a t i s f y t h e s e q u e n t i a l b u d g e t c o n s t r a i n t s ( 1 . 4 ) a n d ( 1 . 5 ) . 0 
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2 . No C o m m i t m e n t 

I n a n e n v i r o n m e n t w i t h o u t c o m m i t m e n t , we c a n n o l o n g e r r e t a i n t h e 

f i c t i o n t h a t a l l a g e n t s m a k e d e c i s i o n s o n c e a n d f o r a l l a t t h e b e g i n n i n g o f 

t i m e a n d t h e n s i m p l y e x e c u t e t h o s e d e c i s i o n s a t t h e a p p r o p r i a t e t i m e . I n d e e d , 

we n e e d t o e n s u r e t h a t t h e s e d e c i s i o n s a r e s e q u e n t i a l l y r a t i o n a l . I n t e r m s o f 

t h e t i m i n g o f d e c i s i o n s , we m o d e l t h e s e q u e n t i a l d e c i s i o n m a k i n g by a s s u m i n g 

t h a t g o v e r n m e n t s i n e a c h p e r i o d c h o o s e s a p o l i c y a t t h e b e g i n n i n g o f t h e 

p e r i o d a n d t h e n c o n s u m e r s c h o o s e t h e i r c o n s u m p t i o n a n d l a b o r s u p p l y d e c i s i o n s . 

I n e a c h p e r i o d t t h e g o v e r n m e n t c h o o s e s p o l i c i e s a s a f u n c t i o n o f 

t h e a g g r e g a t e h i s t o r y , w h i c h c o n s i s t s o f p a s t a g g r e g a t e c o n s u m p t i o n a n d l a b o r 

d e c i s i o n s a n d p a s t p o l i c i e s . T h e a g g r e g a t e h i s t o r y c o n f r o n t i n g t h e g o v e r n m e n t 

a t t i m e t i s 

H f c = { X g , i T s | s = 0 , . . . , t - l } . 

N o t i c e t h a t t h i s a g g r e g a t e h i s t o r y d o e s n o t i n c l u d e i n d i v i d u a l a l l o c a t i o n s . 

T h i s o m i s s i o n i s i n k e e p i n g w i t h t h e a s s u m p t i o n t h a t t a x r a t e s a r e t h e s a m e 

a c r o s s a l l c o n s u m e r s a n d c a n n o t be a l t e r e d b y t h e d e c i s i o n s o f a n y s i n g l e 

c o n s u m e r . 

C o n s u m e r s make t h e i r c h o i c e s o f c o n s u m p t i o n a n d l a b o r a t d a t e t a s 

f u n c t i o n s o f t h e i r i n d i v i d u a l h i s t o r i e s . S u c h a h i s t o r y i n c l u d e s t h e p o l i c y 

c h o i c e i r t a s w e l l a s t h e p a s t i n d i v i d u a l d e c i s i o n s , p a s t a g g r e g a t e d e c i s i o n s , 

a n d p a s t p o l i c y c h o i c e s . T h e i n d i v i d u a l h i s t o r y h ^ i s g i v e n by 

h i t = l v x s ' » « l » « ° t _ 1 } u { v 

a n d t h e a g g r e g a t e h i s t o r y H f c i s 

H i t = C v J 8 5 0 fc-1} u K > -



- 10 -

I n k e e p i n g w i t h t h e r e p r e s e n t a t i v e a g e n t m o d e l u s e d , o n l y s y m m e t r i c h i s t o r i e s 

a r e c o n s i d e r e d . 

F o r t h i s e n v i r o n m e n t , a s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m c o n s i s t s o f a n i n d i 

v i d u a l a l l o c a t i o n r u l e f , a n a g g r e g a t e a l l o c a t i o n r u l e F , a p o l i c y p l a n a, a n d 

p r i c e s y s t e m s p a n d q t h a t s a t i s f y c e r t a i n s e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y c o n d i 

t i o n s . An i n d i v i d u a l a l l o c a t i o n r u l e i s a s e q u e n c e o f f u n c t i o n s f = { f t } ^ _ 0 > 

w h e r e f t maps e a c h i n d i v i d u a l h i s t o r y h l t i n t o a n a g e n t ' s c u r r e n t c h o i c e o f 

c o n s u m p t i o n a n d l a b o r . L i k e w i s e , a n a g g r e g a t e a l l o c a t i o n r u l e i s a s e q u e n c e 

o f f u n c t i o n s F = { F

t } ™ _ 0 > w h e r e F t m a p s e a c n a S g r e g a f c e h i s t o r y H l t i n t o a n 

a g g r e g a t e a m o u n t o f c o n s u m p t i o n a n d l a b o r . A p o l i c y p l a n o i s a s e q u e n c e o f 

f u n c t i o n s o = ( o t ^ t - 0 ' w h e r e ° t m a p s e a c h h i s t o r y H t i n t o a c u r r e n t t a x o n 

l a b o r , a d e f a u l t r a t e o n d e b t , a n d new d e b t i s s u e s . F i n a l l y , p r i c e s y s t e m s p 

a n d q a r e s e q u e n c e s o f f u n c t i o n s p = { p f c } ^ _ 0

 a n d Q = f t ^ t - O ' w n e r e P t m a P s 

e a c h h i s t o r y H^. i n t o a p r i c e f o r t h e c o n s u m p t i o n g o o d a t t a n d w h e r e ^.q maps 

e a c h h i s t o r y H 1 f . i n t o a v e c t o r o f d e b t p r i c e s f , q I™ . . 
I u C S S - u 

I n o r d e r t o d e f i n e a s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m , we n e e d t o e x p l a i n how 

a l l o c a t i o n a n d p o l i c y f u n c t i o n s i n d u c e f u t u r e h i s t o r i e s . I n w h a t f o l l o w s , we 

c o n s i d e r o n l y s y m m e t r i c h i s t o r i e s . L e t f f c = ( f t , f f c + 1 , . . . ) d e n o t e a s e q u e n c e 

o f i n d i v i d u a l a l l o c a t i o n r u l e s f r o m t i m e t o n w a r d . L e t F f c a n d c r d e n o t e t h e 

c o r r e s p o n d i n g o b j e c t s f o r t h e a g g r e g a t e a l l o c a t i o n r u l e s a n d p o l i c y p l a n s . 

G i v e n a n i n d i v i d u a l h i s t o r y h 1 t , t h e f u n c t i o n s f t , F f c , a n d o f c i n d u c e f u t u r e 

i n d i v i d u a l h i s t o r i e s . F o r e x a m p l e , a n a g e n t ' s h i s t o r y a t t i m e t + 1 i s 

h 1 t + 1 = t h 1 t ' f t ( h 1 t ) ' F t ( H 1 t ) ' ° t + 1 ( H 1 t ' F t ( H 1 t ) ^ 

I n a s i m i l a r f a s h i o n , g i v e n a n y a g g r e g a t e h i s t o r y , s a y H f c , t h e a l l o c a t i o n 

r u l e s F f c a n d p o l i c y p l a n s o f c i n d u c e f u t u r e a g g r e g a t e h i s t o r i e s 

( H 1 t , H f c + 1 , H 1 f c + l , . . . ) i n t h e o b v i o u s w a y . 



- 11 -

I n a s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m , s e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y by c o n s u m e r s i s 

m o d e l e d by a s s u m i n g t h a t t h e p o l i c y p l a n s , a l l o c a t i o n r u l e s , a n d p r i c e f u n c 

t i o n s f o r m a c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m f o r e a c h a g g r e g a t e h i s t o r y . I n t h i s 

e q u i l i b r i u m , e a c h c o n s u m e r i s a s s u m e d t o a c t c o m p e t i t i v e l y i n t h a t h e a s s u m e s 

t h e e v o l u t i o n o f p o l i c i e s a n d p r i c e s i s n o t i n f l u e n c e d b y h i s a c t i o n s . I n 

p a r t i c u l a r , s i n c e f u t u r e p o l i c i e s a n d p r i c e s a r e d e t e r m i n e d by a g g r e g a t e 

h i s t o r i e s , a c t i n g c o m p e t i t i v e l y i m p l i e s t h a t e a c h c o n s u m e r b e l i e v e s h i s a c 

t i o n s h a v e no e f f e c t o n a g g r e g a t e h i s t o r i e s . 

F o r some g i v e n f u n c t i o n s F f c , o f c , p f c , q f c , a n d a h i s t o r y h 1 t , t h e 

p r o b l e m o f t h e c o n s u m e r a t t i m e t i s t o c h o o s e a n a l l o c a t i o n r u l e f ^ t o m a x i 

m i z e 

( 2 . 1 ) I 8 S U ( c s ( h 1 s ) , * s ( h 1 s ) ) 
S — c 

s u b j e c t t o t h e b u d g e t c o n s t r a i n t 

( 2 " 2 ) W H 1 3

) [ C

S

( h 1 S

) - ( 1 - T S ( H S ) ^ 3 ( h l 3 ) l 
s—c 

= d - w ) L v v t - i V 

s = t 

I n s u c h a c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m , t h e a l l o c a t i o n r u l e F f c m u s t s a t 

i s f y t h e f o l l o w i n g s e q u e n c e o f c o n s t r a i n t s . F o r a l l s > t , 

( 2 . 3 ) P s ( H 1 s ) [ C s ( H 1 s ) - ( 1 - x s ( H s ) ) L s ( H 1 s ) ] • j % ( * ] s ) s W 

CO 

= ( 1 - 6 (H ) ) T q (H. ) . B (H 
s s 1 L s M r 1s s - 1 r s - 1 

r = s 

We t h e n h a v e t h e f o l l o w i n g d e f i n i t i o n o f s e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y . 

D e f i n i t i o n : S e q u e n c e s o f i n d i v i d u a l a n d a g g r e g a t e a l l o c a t i o n r u l e s f f c a n d F f c , 

p r i c e f u n c t i o n s p & a n d q f c , a n d p o l i c y p l a n s a f c , a r e s e q u e n t i a l l y r a t i o n a l f o r 

c o n s u m e r s a t t i m e t , g i v e n a s y m m e t r i c h i s t o r y h 1 t , i f t h e y s a t i s f y 
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• C o n s u m e r m a x i m i z a t i o n . T a k i n g F t , p f c , q f c , a n d o f c a s g i v e n , f f c 

s o l v e s t h e c o n s u m e r ' s p r o b l e m o f m a x i m i z i n g ( 2 . 1 ) s u b j e c t t o ( 2 . 2 ) . 

• S e q u e n t i a l c o n s t r a i n t s f o r a g g r e g a t e a l l o c a t i o n s . s a t i s f i e s 

( 2 . 3 ) f o r a l l s i t . 

• No a r b i t r a g e . T h e p r i c e s y s t e m s p f c a n d q f c s a t i s f y 

s M " ^ = P r ( H 1 r H l - V l ( H s + 1 ^ - - ^ 1 - 5 r ( H r ^ a n d  

s q s ( H 1 s ) = P a ( H 1 s ) f o r a l l r a n d s , w i t h r > s > t + 1 . 

• R e p r e s e n t a t i v e n e s s . f & = F t . 

I t i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t , i n t h i s d e f i n i t i o n , t h e f u t u r e h i s t o r i e s h j s , 

H ^ s , a n d H s a r e i n d u c e d by a f c , f f c , a n d F f c . S i n c e r e p r e s e n t a t i v e n e s s i s p a r t 

o f t h e d e f i n i t i o n o f s e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y , we s u m m a r i z e t h e s e f u n c t i o n s by 

( a t . F t . p S q t ) . 

N e x t c o n s i d e r t h e p r o b l e m o f t h e g o v e r n m e n t . A t t i m e t t h e g o v e r n 

m e n t , f a c e d w i t h a n a g g r e g a t e h i s t o r y H f c , t a k e s a s g i v e n t h a t f u t u r e a g g r e g a t e 

t t t 

a l l o c a t i o n s a n d p r i c e s e v o l v e a c c o r d i n g t o t h e f u n c t i o n s F , p , a n d q . I t 

i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t , i n c o n t r a s t t o i n d i v i d u a l c o n s u m e r s , t h e g o v e r n m e n t 

c a n i n f l u e n c e t h e f u t u r e a l l o c a t i o n s a n d p r i c e s by a f f e c t i n g t h e a g g r e g a t e 

h i s t o r y . T h e o b j e c t i v e f u n c t i o n o f t h e g o v e r n m e n t a t t i s g i v e n by t h e u t i l 

i t y o f t h e r e p r e s e n t a t i v e a g e n t f r o m t o n w a r d u n d e r F f c a n d o f c ; n a m e l y , 
CO 

( 2 . 4 ) V ( o f c , F f c ; H ) = £ 8

S U ( C ( H 1 s ) , L (H ) ) . 

s = t 

T h e g o v e r n m e n t ' s c h o i c e s e t a t t i m e t , g i v e n a h i s t o r y H f c , i s t h e 

s e t o f p o l i c y p l a n s o f c f r o m t o n w a r d t h a t s a t i s f y t h e g o v e r n m e n t b u d g e t c o n 

s t r a i n t s 
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( 2 . 5 ) p ( H . ) [ T (H ) L ( H . ) - G ] + J q ( H , ) B (H ) 
* s I s 1 s s s 1s s ' L , s M r I s s r s 

r=s+1 

i d 

= ( 1 - 6 ( H ) ) y q ( H , ) , B (H . ) 
s s ' L s t I s s - 1 r s - 1 

I — O 

f o r a l l s > t , w h e r e t h e f u t u r e h i s t o r i e s a r e i n d u c e d f r o m H f c b y o f c a n d F f c . 

We d e n o t e t h i s c h o i c e s e t by r t ( F t , p t , q t ; H ) . We t h e n d e f i n e a s u s t a i n a b l e 

e q u i l i b r i u m . 

D e f i n i t i o n : A s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m i s a ( o , F , p , q ) t h a t s a t i s f i e s 

• S e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y by c o n s u m e r s . F o r e v e r y h i s t o r y H 1 t , t h e 

s e q u e n c e o f f u n c t i o n s ( a t , F t , p t , q t ) a r e s e q u e n t i a l l y r a t i o n a l f o r 

c o n s u m e r s . 

• S e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y by t h e g o v e r n m e n t . F o r e v e r y h i s t o r y H ^ , 

t h e p o l i c y p l a n a*1 m a x i m i z e s c o n s u m e r w e l f a r e ( 2 . 4 ) o v e r t h e s e t 
t / l ? t t t „ « 

I ( F , p , q ; H f c ) . 

T h e s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i a h a v e a s i m p l e f e a t u r e w h i c h we w i l l 

r e p e a t e d l y u s e i n o u r c h a r a c t e r i z a t i o n r e s u l t s : t h e c o n s u m p t i o n a n d l a b o r 

a l l o c a t i o n s i n p e r i o d t d e p e n d o n l y o n c u r r e n t p o l i c i e s a n d t h e p r i c e s f o r 

d e b t . M o r e p r e c i s e l y , we h a v e 

Lemma 1 : ( P r o p e r t i e s o f t h e S u s t a i n a b l e E q u i l i b r i u m A l l o c a t i o n R u l e s . ) 

I n a n y s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m ( o , F , p , q ) , t h e c o n s u m p t i o n a n d l a b o r 

a l l o c a t i o n r u l e s s a t i s f y C t ( H l f c ) = C ( T t , K f c ) a n d L f c ( H 1 t ) = L ( t t , K f c ) , w h e r e t h e 

f u n c t i o n s C a n d L a r e d e f i n e d by - U / U = ( 1 - t . ) a n d C + ( 1 - T , . ) L = K t , w h e r e 

K t i s d e f i n e d by 

( 2 . 6 ) U c ( C , L ) K t = ( l - 6 t ( H t ) ) I t q a ( H 1 t ) t . l B a - J i t q , ( H l t ) t B , ( H t ) . 

s = t s= t+1 

P r o o f : S i n c e ( o , F , p , q ) i s a s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m , we know f o r a n y h i s t o r y 



H 1 t , t h e a l l o c a t i o n r u l e s o l v e s t h e c o n s u m e r ' s p r o b l e m . T h e n e c e s s a r y 

c o n d i t i o n s i n c l u d e 

U f c ( h ),i ( h ) ) 

( 2'7 ) -»AtC»-'I'N!>) = t , ' T ' ( H « ' ) , f t ' r a l l s a t ' 

By r e p r e s e n t a t i v e n e s s , t h e same m u s t h o l d f o r F c . S i n c e F f c m u s t a l s o s a t i s f y 

t h e s e q u e n t i a l c o n s t r a i n t s f o r a g g r e g a t e a l l o c a t i o n s , t h e r e s u l t f o l l o w s . 

N o t i c e t h a t s i n c e c o n s u m p t i o n a n d l a b o r a r e n o r m a l g o o d s , t h e f u n c t i o n s C a n d 

L a r e u n i q u e l y d e f i n e d . 0 

3 . F i n i t e H o r i z o n 

I n t h i s s e c t i o n we c o n s i d e r a f i n i t e h o r i z o n v e r s i o n o f t h e m o d e l . 

We s h o w t h a t s u s t a i n a b l e a l l o c a t i o n s a n d p o l i c i e s s o l v e a c e r t a i n p r o g r a m m i n g 

p r o b l e m we c a l l t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m . As w i l l be e v i d e n t , o u r 

a n a l y s i s b u i l d s o n t h e w o r k o f L u c a s a n d S t o k e y ( 1 9 8 3 ) . 

F o r a n y v e c t o r o f i n h e r i t e d d e b t t _ i B , t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b -

rrt 

l e m a t t i s t o c h o o s e (C , L } . t o s o l v e 
1 s ' s ' s = t 

T 
( 3 . 1 ) max I 6 S U ( C , L ) 

s = t s s 

s u b j e c t t o 

( 3 . 2 ) C + G = L f o r s = t , . . . . T , 
O O K> 

T T 

( 3 . 3 ) I 6 S R s > m i n [ J 8 S U c ^ , 0 ] , 
s = t s = t 

a n d 

T 
( 3 . 4 ) I 6 S R < 0 , f o r r = t + 1, T , 

s = r S 

w h e r e R_ = U ^ C . . + U 0 L „ i s t h e g o v e r n m e n t s u r p l u s a t d a t e s a n d t h e d e r i v a t i v e s 
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o f U ( - , - ) a r e e v a l u a t e d a t C „ a n d L _ . D e n o t e t h e s o l u t i o n s t o t h i s p r o b l e m b y 

C g ( t _ 1 B ) a n d L g ( f c _ 1 B ) f o r s = t , T , a n d l e t V c ( t _ 1 B ) d e n o t e t h e m a x i m i z e d 

v a l u e o f w e l f a r e . 

A u s e f u l f e a t u r e o f t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m i s t h a t i t i s 

r e c u r s i v e . We h a v e 

Lemma 2 : ( R e c u r s i v e N a t u r e o f C o n s t r a i n e d R a m s e y P r o b l e m . ) 

T 
F o r a n y ,. , B a n d a n y s o l u t i o n {C ( . B ) , L L - B ) } t o t h e c o n -

T 1 

s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m , t h e r e i s a u n i q u e s e q u e n c e { g

B } g ~ t s u c h t h a t C r ( g B ) = 

C r ( f c _ 1 B ) a n d L r ( g B ) = L r ( t _ 1 B ) , f o r a l l r > s a n d s > t . 

P r o o f : F o r a n y g i v e n t _ - | B , we f i r s t c o n s t r u c t a c a n d i d a t e d e b t s e q u e n c e a n d 

t h e n s h o w i t i s u n i q u e . Now c o n s i d e r t h e v a l u e o f t h e d e b t u n d e r t h e c o n 

s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m : e i t h e r y T e S U B < 0 o r t h e r i g h t s i d e o f 
S—w C U~~ I S 

( 3 . 3 ) c a n b e s e t e q u a l t o z e r o w i t h o u t l o s s o f g e n e r a l i t y . O b v i o u s l y , i f t h e 

p r e s e n t v a l u e o f t h e d e b t i s p o s i t i v e , t h e s o l u t i o n t o t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y 

p r o b l e m i s i d e n t i c a l t o o n e w h e r e t _ . , B = 0 . I n w h a t f o l l o w s we c o n s i d e r o n l y 

t h e c a s e w h e r e t h e p r e s e n t v a l u e o f t h e d e b t i s n o n p o s i t i v e . B y s e t t i n g 

t j B = 0 w h e r e i t a p p e a r s , we o b t a i n t h e s o l u t i o n i n t h e c a s e w h e r e t h e v a l u e 

o f d e b t i s p o s i t i v e . 

C o n s i d e r t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p r o b l e m a t d a t e t . S u p p o s e c o n 

s t r a i n t ( 3 . 4 ) b i n d s a t d a t e s T 1 , T K , w i t h t < T 1 < T 2 < . . . < T R < T . I t 

i s c l e a r t h a t t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m i s e q u i v a l e n t t o K + 1 ( u n c o n 

s t r a i n e d ) " m i n i " - R a m s e y p r o b l e m s . T h e k t h s u c h p r o b l e m i s t o m a x i m i z e d i s 

c o u n t e d u t i l i t y b e t w e e n d a t e s T k _ ^ a n d T k - 1, s u b j e c t t o 

V 1 

( 3 . 5 ) I s \ > 0 

s = T k - 1 
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a n d ( 3 . 2 ) , f o r s = T k - 1 , T k - 1. N o t i c e t h a t by h y p o t h e s i s , c o n s t r a i n t 

(3 .4) i s n o t b i n d i n g a n d h e n c e c a n be d r o p p e d . 

C o n s i d e r t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p r o b l e m a t t . T h e f i r s t - o r d e r 

c o n d i t i o n s f o r s = t , . . . , T^ - 1 a r e g i v e n by 

(3-6) C 1 + X 0 ) ( W • ^ ( ' V t ^ s X ^ c ^ V ^ ^ ^ ) - ° ' 

w h e r e t h e d e r i v a t i v e s o f U a r e e v a l u a t e d a t ( C S , L S ) a n d X Q i s t h e L a g r a n g e 

m u l t i p l i e r o n ( 3 . 3 ) . I f T 1 = t + 1 , t h e n s e t fcB = 0. I f T 1 > t + 1 , t h e n 

c o n s i d e r t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p r o b l e m a t d a t e t + 1 w i t h i n h e r i t e d d e b t 

t B . We w i s h t o c o n s t r u c t t B s o t h a t t h e s o l u t i o n t o t h e d a t e t + 1 c o n 

s t r a i n e d Ramsey p r o b l e m c o i n c i d e s w i t h t h e s o l u t i o n t o t h e d a t e t c o n s t r a i n e d 

R a m s e y p r o b l e m . S u p p o s e , t h e r e f o r e , t h a t t h e s e s o l u t i o n s c o i n c i d e . B y 

a s s u m p t i o n , s t a r t i n g f r o m d a t e t + 1 w i t h i n h e r i t e d d e b t fcB, t h e p r e s e n t v a l u e 

o f t h e g o v e r n m e n t s u r p l u s m u s t a l s o be z e r o a t d a t e T ^ . F u r t h e r m o r e , c o n 

s t r a i n t (3 .4) i s n o t b i n d i n g f o r r = t + 2 t h r o u g h T . - 1. T h e f i r s t - o r d e r 

c o n d i t i o n s f o r t h e d a t e t + 1 c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m a r e 

(3.7) O ^ X U + U ^ • X 1 [ ( C s - t B g ) ( U c c + U c i ) + L s ( U ^ + U c t ) ] = 0 

f o r s = t + 1, . . . , T 1 - 1 . S u b t r a c t i n g (3 .6) f r o m ( 3 . 7 ) , we o b t a i n 

( 3 - 8 ) x i t B s = x o t - i B

s

 + ( V W 

w h e r e 

U + U + (U +U „ ) C +(U +U „ ) L 
c a c c c a s aa c a s 

a s = U + U . 
c c c a 

f o r s = t + 1, , „ , I | - 1, E q u a t i o n (3.8) d e f i n e s t h e d e b t s e q u e n c e t B g f r o m 

s = t , T 1 - 1 i n t e r m s o f t h e c o n s t r a i n e d Ramsey a l l o c a t i o n s a n d t h e 



- 1 7 -

L a g r a n g e m u l t i p l i e r s X Q a n d F o r s > T ^ , s e t t B g = 0 . I t f o l l o w s b y c o n 

s t r u c t i o n t h a t f o r a n y s u c h t B , t h e s o l u t i o n t o t h e d a t e t + 1 c o n s t r a i n e d 

Ramsey p r o b l e m c o i n c i d e s w i t h t h e s o l u t i o n t o t h e d a t e t c o n s t r a i n e d R a m s e y 

p r o b l e m . 

T o v e r i f y u n i q u e n e s s o f t h e c o n s t r u c t e d d e b t s e q u e n c e , i t s u f f i c e s 

t o s h o w t h a t f o r some g i v e n s o l u t i o n { C g ( fc_.,B) , L g ( fc_.,B) } g _ t , t h e L a g r a n g e 

m u l t i p l i e r \ . i s u n i q u e . Now by h y p o t h e s i s t h e p r e s e n t v a l u e o f t h e g o v 

e r n m e n t s u r p l u s a t d a t e t + 1 i s n e g a t i v e . F r o m c o n s t r a i n t ( 3 . 4 ) we h a v e t h a t 

t h i s v a l u e e q u a l t h e p r e s e n t v a l u e o f t h e i n h e r i t e d d e b t . H e n c e we c a n m u l 

t i p l y ( 3 . 8 ) by 6 S U , a d d t h e r e s u l t i n g e q u a t i o n s f r o m s = t + 1 t h r o u g h T 1 -
c 

1 , a n d o b t a i n 

T . , -1 T. , -1 

( 3 . 9 ) X 1 I 6 S [ R S - U c a s ] = X Q I B S [ U c 

s= t+1 s = t + l 

T h i s e q u a t i o n d e f i n e s a u n i q u e v a l u e f o r Xy S u b s t i t u t i n g t h i s v a l u e i n t o 

( 3 . 8 ) g i v e s a u n i q u e v a l u e f o r t B s . 

P r o c e e d i n g i n t h e s a m e way we c o n s t r u c t t h e u n i q u e d e b t s e q u e n c e S B 

f o r s = t , . . . , T - 1 . 0 

A u s e f u l c o r o l l a r y t o t h i s l e m m a c a n be o b t a i n e d i n t h e s p e c i a l c a s e 

w h e r e fc_1B = 0 . We u s e ( 3 . 8 ) a n d ( 3 . 9 ) t o g e t 

T . - 1 T 1 - 1 

( 3 . 1 0 ) B 3 = I 8 r R r a s / I B r U c a r . 
r= t+1 r= t+1 

F r o m ( 3 . 6 ) , u s i n g n o r m a l i t y , i t f o l l o w s t h a t U c + > 0 . We c a n r e w r i t e 

( 3 . 6 ) u s i n g t h e d e f i n i t i o n o f a t o g e t ( U +U ) + X a ( U +U ) = 0 . N o r m a l -
*S C x, U S CC C It 

i t y i m p l i e s t h a t a _ > 0 . R e c a l l t h a t t h e p r e s e n t v a l u e o f t h e g o v e r n m e n t 

s u r p l u s a t d a t e t + 1 i s n e g a t i v e . H e n c e , i t f o l l o w s t h a t fcBs < 0 , f o r a l l 

s . We h a v e e s t a b l i s h e d t h e f o l l o w i n g c o r o l l a r y . 
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C o r o l l a r y : I f t h e v a l u e o f t h e i n i t i a l i n h e r i t e d d e b t i s n o n n e g a t i v e , t h e n 

t h e d e b t s e q u e n c e w h i c h s u p p o r t s t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y a l l o c a t i o n s i s n o n p o s -

i t i v e a t a l l d a t e s . I n p a r t i c u l a r , s i n c e _ 1 B = 0 , t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y d e b t 

s e q u e n c e s t a r t i n g a t d a t e z e r o i s n e v e r p o s i t i v e a t a n y d a t e . 

S o f a r we h a v e a s s u m e d t h a t a t t i m e t , g i v e n some i n h e r i t e d d e b t 

t _ 1 B , t h e g o v e r n m e n t c h o o s e s a s i n g l e d e f a u l t r a t e 6 f c o n a l l t h e c o u p o n s 

{. . B } . T h i s c o r o l l a r y i m p l i e s t h a t f o r t h e d e b t s e q u e n c e s u p p o r t i n g t h e 

d a t e - 0 c o n s t r a i n e d R a m s e y a l l o c a t i o n s , a l l o f t h e s e c o u p o n s w i l l be n o n p o s i -

t i v e . Now s u p p o s e t h a t a t t i m e t we a l l o w e d t h e g o v e r n m e n t t o c h o o s e a d i f 

f e r e n t d e f a u l t r a t e f o r e a c h s u c h c o u p o n . C l e a r l y t h e g o v e r n m e n t w i l l s e t i t s 

d e f a u l t r a t e t o z e r o f o r a l l n o n p o s i t i v e c o u p o n s . T h u s , a l l o w i n g t h e g o v e r n 

m e n t t o d e f a u l t s e p a r a t e l y o n t h e s e c o u p o n s d o e s n o t c h a n g e t h e s e t o f s u s 

t a i n a b l e o u t c o m e s . 

We now s h o w t h a t t h e s e t o f s u s t a i n a b l e o u t c o m e s c o i n c i d e s w i t h t h e 

s e t o f s o l u t i o n s t o t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m . D e n o t e t h e a l l o c a t i o n s 

t h a t s o l v e t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p r o b l e m a t a n y t i m e t f o r s o m e i n h e r i t e d 

T 
d e b t _ i B by {X ( . B ) } . We w i l l u s e t h e s o l u t i o n s t o t h e s e v a r i o u s p r o b -

0 c c c 

l e m s t o c o n s t r u c t a c a n d i d a t e e q u i l i b r i u m d e n o t e d ( o , F , p , q ) . We w i l l t h e n 

u s e a t y p e o f b a c k w a r d i n d u c t i o n a r g u m e n t t o s h o w t h a t t h i s c a n d i d a t e i s 

i n d e e d a n e q u i l i b r i u m . When c o n s i d e r i n g o u r c a n d i d a t e e q u i l i b r i u m , i t i s 

u s e f u l t o r e m e m b e r t h a t we m u s t d e f i n e p o l i c i e s f o r a l l h i s t o r i e s H^. a n d 

p r i c e s a n d a l l o c a t i o n s f o r a l l h i s t o r i e s H 1 t . 

We b e g i n w i t h t h e p o l i c y f u n c t i o n s . F o r a n y h i s t o r y Hj. t h e r e i s 

some i n h e r i t e d d e b t ^ _ ^ B a n d some a s s o c i a t e d s e t o f c o n s t r a i n e d R a m s e y a l l o c a -
t i o n s x

s ( t - 1 ^ f r o m s t n r ° u g n T . L e t t h e l a b o r t a x * f c ( H t ) = 1 + 

l U X j / U ( X . ) , w h e r e X . = X f U , B ) . L e t t h e d e b t t a x 6 ° ( H . ) = 1 i f t h e v a l u e a c c t t u t — I c t 
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o f i n h e r i t e d d e b t fc_1B e v a l u a t e d a t t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y a l l o c a t i o n s 

X s ( t _ 1 B ) i s p o s i t i v e , t h a t i s , i f 

V S u c ( X s ( t - 1 B ) ) t - 1 B s > 0 

s = t 

a n d l e t $ £ ( H f c ) e q u a l z e r o o t h e r w i s e . F i n a l l y , l e t fcBc(Ht) be t h e d e b t i s s u e d 

u n d e r t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p l a n s t a r t i n g a t p e r i o d t w i t h d e b t fc-1B. 

C o n s i d e r n e x t t h e p r i c e f u n c t i o n f o r t h e d e b t . E a c h h i s t o r y H 1 t = 

( H ^ , T < . , 6 t , t . B ) s p e c i f i e s a d e b t t B . F o r e a c h s u c h fcB, t h e a l l o c a t i o n s X s ( t B ) 

s o l v e t h e a s s o c i a t e d c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m a t t i m e t + 1 . L e t 

( . q ° ( H 1 . ) = 0 i f t h e v a l u e o f t h e i n h e r i t e d d e b t ..B e v a l u a t e d a t t h e c o n -
C S 1 c ^ 

s t r a i n e d R a m s e y a l l o c a t i o n s X s ( t B ) i s p o s i t i v e , t h a t i s , i f 

1 1 » \ < V t B ) > t B . > 0 

s= t+1 

a n d l e t . q c ( H , 1 . ) = 8 S U f x L B ) ) o t h e r w i s e . ( N o t i c e t h a t t h e s e d e b t p r i c e s 
t s i t c v s t ' 

w o u l d be t h o s e t h a t a r i s e a t t i m e t i f t h e g o v e r n m e n t a l w a y s f o l l o w e d t h e 

c o n s t r a i n e d Ramsey p o l i c i e s f r o m t i m e t + 1 o n , r e g a r d l e s s o f w h a t i n t h e p a s t 

h i s t o r y g a v e r i s e t o t h e i n h e r i t e d d e b t j _ B ) . 

We u s e Lemma 1 a n d t h e d e f i n i t i o n s o f q ° a n d o C t o c o n s t r u c t t h e 

a l l o c a t i o n r u l e s F c a n d p r i c e f u n c t i o n s p ° . F o r a n y H ^ , l e t ^ ( H ^ ) = 

X ( T , K ) , w h e r e X ( T , K ) i s d e f i n e d a s i n Lemma 1, a n d w h e r e i n ( 2 . 6 ) we u s e 

t h e c o n s t r u c t e d p r i c e s q c ( H ^ t ) . F i n a l l y , we l e t p ^ ( H ^ ) b e t h e d i s c o u n t e d 

m a r g i n a l u t i l i t y o f c o n s u m p t i o n e v a l u a t e d a t t h e same a l l o c a t i o n s X ( T . , K . ) . 

P r o p o s i t i o n 2 . ( S u s t a i n a b l e O u t c o m e s S o l v e t h e C o n s t r a i n e d R a m s e y P r o g r a m m i n g 

P r o b l e m . ) 

T h e p o l i c y p l a n s , a l l o c a t i o n r u l e s , a n d p r i c e f u n c t i o n s 

( o c , F c , p c , q c ) c o n s t i t u t e a s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m . F u r t h e r m o r e , t h e s e t o f 

s u s t a i n a b l e o u t c o m e s c o i n c i d e s w i t h t h e s e t o f s o l u t i o n s t o t h e c o n s t r a i n e d 

Ramsey p r o b l e m a t d a t e 0 . 
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P r o o f : C o n s i d e r t h e l a s t p e r i o d T . I n a n y e q u i l i b r i u m , i t f o l l o w s f r o m Lemma 

1 t h a t f o r e v e r y h i s t o r y H«m, t h e a l l o c a t i o n r u l e s a n d p r i c e f u n c t i o n s d e p e n d 

o n l y u p o n t h e c u r r e n t p o l i c y a n d t h e i n h e r i t e d d e b t T _ ^ B , a n d t h e y m u s t b e 

i d e n t i c a l t o F ° ( H 1 T ) , p ° ( H 1 T ) , a n d ^ ( H ^ ) by c o n s t r u c t i o n o f t h e s e f u n c 

t i o n s . H e n c e , t h e p r o b l e m o f t h e g o v e r n m e n t a t t i m e T , g i v e n h i s t o r y H T , i s 

t o c h o o s e o^- (H^) t o s o l v e 

max U ( F ° ( H 1 T ) ) 

s u b j e c t t o 

P ^ ( H 1 T ) [ T T L ° ( H 1 T ) - G t ] = ( 1 - 6 T ) T q ^ ( H 1 T ) T _ L B T , 

w h e r e ^ q 0 , = p T by d e f i n i t i o n . 

I t i s c l e a r t h a t t h e o p t i m a l p o l i c y i s t o s e t 6 T = 1 i f T - 1 B T > 0 

a n d t o s e t 6 T = 0 o t h e r w i s e . U n d e r F c we know t h a t 0 - * , . ) = " u

s l

/ ' u

c

 a n d 

p?(H.„) = U _ ( C T , L T ) a n d t h a t t h e s e q u e n t i a l c o n s t r a i n t s f o r a g g r e g a t e a l l o c a -
t 11 c 1 1 

t i o n s t o g e t h e r w i t h t h e g o v e r n m e n t b u d g e t c o n s t r a i n t i m p l y C-j. + = L ^ . . 

T h e r e f o r e , t h e p r o b l e m f a c i n g t h e g o v e r n m e n t a t T i s e q u i v a l e n t t o c h o o s i n g 

( C r p L j , ) t o 

max U ( C p , L . j . ) 

s u b j e c t t o 

C T + G T - L r 

a n d 

R T > m i n [ U c T _ 1 B T , 0 ] 

T h i s i s , o f c o u r s e , t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m a t d a t e T . H e n c e , a n y 

e q u i l i b r i u m y i e l d s t h e s a m e o u t c o m e a t d a t e T a s t h e s o l u t i o n t o t h e d a t e T 

c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m . T h i s a l s o d e t e r m i n e s t h e p r i c e o f d e b t i s s u e d a t 
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t i m e T - 1 . F o r a n y e q u i l i b r i u m p r i c e f u n c t i o n q , T i q T ^ H 1 T 1^ =  

T _ 1 q T ( H l T _ 1 ) . 

C o n s i d e r now t h e p r o b l e m o f t h e g o v e r n m e n t a t T - 1. A g a i n , u s i n g 

Lemma 1 , i t f o l l o w s t h a t t h e a l l o c a t i o n r u l e s i n p e r i o d T - 1 c a n d e p e n d o n l y 

u p o n t h e c u r r e n t p o l i c y , t h e i n h e r i t e d d e b t s t r u c t u r e ^-2^' a n d ^ h e p r i c e 

f u n c t i o n T - 1 q . We h a v e a l r e a d y a r g u e d t h a t T _ ^ q T = f ^ q 0 . - S i n c e T _ 1 q T _ 1 = 

p T - 1 , i t f o l l o w s t h a t T - 1 q T - 1 ^ H 1 T - 1 ) = p T 1 ( H 1 T _ 1 > . H e n c e , i n a n y e q u i l i b 

r i u m , F T _ 1 ( H 1 T _ 1 ) = F°, <(H.™ 1 ) . T h e p r o b l e m f a c i n g t h e g o v e r n m e n t a t T - 1 

i s 

max U{F°^(Hn_^)) * B U ( F ° ( H 1 T > ) 

s u b j e c t t o 

( 3 . 1 D S ^ x ^ L ^ H ^ ) ^ ] t T . 1 Q ? ( H 1 T _ 1 ) T _ 1 B T 

= ^ - 6 T - 1 )

S J . 1 T - 1 < ( H 1 T - 1 ) T - 2 B 3 

a n d 

( 3 . 1 2 ) B T U c [ t T L ° ( H 1 T ) - G T ] = ( 1 - « T ) [ T q ° ( H 1 T ) T _ l B T ] . 

I t i s c l e a r t h a t f o r a n y new d e b t T - 1 ^ T i s s u e d i n t h e s o l u t i o n t o 

t h i s p r o b l e m , t h e p e r i o d - T p o l i c i e s a r e c h o s e n e x a c t l y a s i n t h e p e r i o d T 

p r o b l e m c o n s i d e r e d e a r l i e r . I n p a r t i c u l a r , t h e v a l u e o f 6^ w h i c h s o l v e s t h i s 

p r o b l e m i s e q u a l t o 6 ° ( H 1 T ) ; h e n c e , T _ . , q £ = ( 1 - « T > T q | . F u r t h e r m o r e , i t i s 

c l e a r l y o p t i m a l t o s e t 6 T - 1 = 1 i f t h e v a l u e o f t h e i n h e r i t e d d e b t i s p o s i 

t i v e . We a d d ( 3 . 1 1 ) a n d ( 3 . 1 2 ) a n d u s e t h e s e q u e n t i a l c o n s t r a i n t s a s b e f o r e 

t o d e r i v e 

C + G = L , f o r s = T - 1 , T 
s s s ' 

a n d 
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6 T - 1 R T _ 1 • 8 T R T , m i n [ j a \ ^ , 0 ] 
S — I I 

a n d 

R T < 0 . 

A g a i n , t h e p r o b l e m o f m a x i m i z i n g u t i l i t y i s i d e n t i c a l t o t h e c o n 

s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m . F u r t h e r m o r e , we h a v e s h o w n t h a t t h e r e i s a u n i q u e 

d e b t r e s t r u c t u r i n g w h i c h s u p p o r t s t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y s o l u t i o n . O b v i o u s l y , 

t h e same d e b t r e s t r u c t u r i n g s o l v e s t h e p r o b l e m f a c e d by t h e g o v e r n m e n t . 

P r o c e e d i n g i n t h e s a m e f a s h i o n , i t i s e a s y t o p r o v e by b a c k w a r d i n d u c t i o n t h a t 

a n y e q u i l i b r i u m o u t c o m e s o l v e s t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p r o b l e m . 

S e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y b y c o n s u m e r s i s i m m e d i a t e s i n c e , i n a f i n i t e 

h o r i z o n , t h e o n l y i m p l i c a t i o n s o f s e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y f o r c o n s u m e r s a r e t h e 

s e q u e n t i a l c o n s t r a i n t s f o r a g g r e g a t e a l l o c a t i o n s a n d t h e e q u a l i t y b e t w e e n t h e 

a f t e r - t a x w a g e a n d t h e m a r g i n a l r a t e o f s u b s t i t u t i o n . 0 

4. I n f i n i t e H o r i z o n 

I n t h i s s e c t i o n we c o n s i d e r a n i n f i n i t e h o r i z o n v e r s i o n o f t h e 

m o d e l . We f i r s t s h o w t h a t t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y a l l o c a t i o n s a r e t h e o u t c o m e s 

o f a s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m . We t h e n p r o v i d e s u f f i c i e n t c o n d i t i o n s f o r a n 

a r b i t r a r y s e q u e n c e o f p r i c e s , p o l i c i e s , a n d a l l o c a t i o n s t o b e t h e o u t c o m e o f a 

s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m . I n p a r t i c u l a r , t h i s s e q u e n c e m u s t be a d a t e - 0 c o m 

p e t i t i v e e q u i l i b r i u m a n d m u s t s a t i s f y a c e r t a i n s e t o f i n e q u a l i t i e s . 

T h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m f o r t h e i n f i n i t e h o r i z o n e c o n o m y i s 

d e f i n e d a s i n ( 3 . 1 ) w i t h T = =>. U s i n g t h e s o l u t i o n s t o t h e s e p r o b l e m s we 

C G C C 

c o n s t r u c t t h e i n f i n i t e h o r i z o n c o n s t r a i n e d R a m s e y e q u i l i b r i u m ( a , F , p , q ) 

e x a c t l y a s i n t h e f i n i t e h o r i z o n c a s e . We t h e n h a v e 
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P r o p o s i t i o n 3 : ( C o n s t r a i n e d R a m s e y S o l u t i o n s A r e S u s t a i n a b l e O u t c o m e s . ) 

T h e p o l i c y p l a n s , a l l o c a t i o n r u l e s , a n d p r i c e f u n c t i o n s 

( a c , F c , p c , q c ) c o n s t i t u t e a s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m when t h e h o r i z o n i s i n 

f i n i t e . 

P r o o f : C o n s i d e r some a r b i t r a r y h i s t o r y H t . T o v e r i f y s e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y 

by t h e g o v e r n m e n t , we n e e d t o s h o w t h a t no p o l i c y a t h a t s a t i s f i e s t h e 

g o v e r n m e n t b u d g e t c o n s t r a i n t s c a n i m p r o v e w e l f a r e . I t s u f f i c e s t o s h o w , 

h o w e v e r , t h a t no o n e - s h o t d e v i a t i o n s b y t h e g o v e r n m e n t c a n i m p r o v e u t i l i t y 

[ s e e w h i t t l e ( 1 9 8 3 ) , C h a p t e r 2 4 , T h e o r e m 2 . 1 o r A b r e u ( 1 9 8 4 ) , P r o p o s i t i o n 

1 ] . T h a t i s , we n e e d o n l y s h o w t h a t f o r a n y p o l i c y ( a t , o c t + 1 ) s a t i s f y i n g t h e 

g o v e r n m e n t ' s b u d g e t c o n s t r a i n t s , 

/ n i \ ii / c t r , c t c t c t i „ « > „ c t + 1 „ c t c t C t i u , 
( 4 . 1 ) V ( a , F , p , q | H f c ) > V t ( o f c , o , F , p , q | H f c ) . 

C l e a r l y , t o e s t a b l i s h ( 4 . 1 ) i t s u f f i c e s t o s h o w t h a t t h e a l l o c a t i o n s 

i n d u c e d by s u c h a d e v i a t i o n s a t i s f y t h e c o n s t r a i n t s o f t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y 

c t + 1 

p r o b l e m . Now g i v e n t h a t t h e g o v e r n m e n t w i l l f o l l o w o f r o m t i m e t + 1 

o n w a r d i t f o l l o w s f r o m c o n s t r u c t i o n o f q c t h a t 

w h e r e f o r a l l r > s > t , t h e h i s t o r i e s a n d a r e i n d u c e d by F c z a n d 

( o , a c t + 1 ) . F o r e a c h s > t , s u b s t i t u t e t h e r i g h t s i d e o f ( 4 . 2 ) i n t o g o v e r n -

m e n t b u d g e t c o n s t r a i n t s o f t h e f o r m ( 2 . 5 ) a n d a d d t h e r e s u l t i n g e q u a t i o n s f r o m 

t i m e t t h r o u g h i n f i n i t y . U s i n g t h e s e q u e n t i a l c o n s t r a i n t s ( 2 . 3 ) , t h e c o n s u m e r 

b u d g e t c o n s t r a i n t ( 2 . 2 ) , a n d r e p r e s e n t a t i v e n e s s , t h e r e s u l t i n g sum c a n b e 

w r i t t e n a s 
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P t ( H 1 t ) l C t ( H 1 t ) ^ 1 - T t ( H t ) K ( H 1 t ) l 

s= t+1 

U s i n g t h e c o n s u m e r ' s f i r s t - o r d e r c o n d i t i o n s ( 1 . 9 ) a n d ( 1 . 1 0 ) , we c a n w r i t e 

t h i s a s 

( 4 . 3 ) l » \ - ( 1 - « f c ) I B S U c B 
s = t s = t 

N e x t , s u b t r a c t i n g t h e s e q u e n t i a l c o n s t r a i n t s f o r a g g r e g a t e a l l o c a t i o n s f r o m 

t h e g o v e r n m e n t ' s b u d g e t c o n s t r a i n t s g i v e s 

( 4 . 4 ) C + G = L , f o r s = t , t + 1 , . . . . 
s s s ' 

I n a d d i t i o n , b e c a u s e t h e g o v e r n m e n t f o l l o w s o c ^ + ^ f r o m t + 1 o n , we h a v e 

CO 

( 4 . 5 ) I 6 S R < 0 , r = t + 1 , t + 2 , . . . . 
S 

s = r 

T h u s f o r a n y o n e - s h o t d e v i a t i o n , t h e r e s u l t i n g a l l o c a t i o n s s a t i s f y 

( 4 . 3 ) - ( 4 . 5 ) . S i n c e t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y a l l o c a t i o n s w e r e c o n s t r u c t e d t o 

m a x i m i z e t h e g o v e r n m e n t ' s u t i l i t y s u b j e c t t o t h e s e c o n s t r a i n t s , ( 4 . 1 ) t h e n 

f o l l o w s . By i n d u c t i o n i t f o l l o w s t h a t n o d e v i a t i o n s o f f i n i t e l e n g t h c a n 

i m p r o v e w e l f a r e . S i n c e t h e u t i l i t y f u n c t i o n i s b o u n d e d a n d 0 < 8 < 1 , t h e 

r e s u l t s o f W h i t t l e ( 1 9 8 3 ) i m p l y t h a t n o i n f i n i t e d e v i a t i o n s c a n i m p r o v e w e l 

f a r e . 

We now c h e c k s e q u e n t i a l r a t i o n a l i t y f o r c o n s u m e r s . S e q u e n t i a l 

c o n s t r a i n t s f o r c o n s u m e r s a n d m a x i m i z a t i o n o f u t i l i t y f o l l o w b y c o n s t r u c 

t i o n . F i n a l l y , f r o m r e p r e s e n t a t i v e n e s s we h a v e t h a t t h e b u d g e t c o n s t r a i n t i n 

t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p r o b l e m i s i d e n t i c a l t o t h e c o n s u m e r ' s b u d g e t c o n 

s t r a i n t . 0 
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We c a n u s e t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y e q u i l i b r i u m t o h e l p c h a r a c t e r i z e 

o t h e r p o s s i b l e s u s t a i n a b l e o u t c o m e s . T o c h a r a c t e r i z e s u c h o u t c o m e s we u s e a 

m o d i f i e d v e r s i o n o f t h e a b o v e e q u i l i b r i a , w h i c h we c a l l t h e r e v e r t - t o - c o n  

s t r a i n e d - R a m s e y e q u i l i b r i a . ( T h e s e e q u i l i b r i a a r e t h e n a t u r a l c o m p e t i t i v e 

a n a l o g u e s o f t h e t r i g g e r - s t r a t e g y e q u i l i b r i a o f r e p e a t e d g a m e s . ) 

F o r a n a r b i t r a r y s e q u e n c e ( n , X , p , q ) , d e f i n e t h e r e v e r t - t o - c o n - 

s t r a i n e d - R a m s e y p l a n s ( o , F , p , q ) a s f o l l o w s . C o n s i d e r f i r s t t h e p o l i c y 

p l a n a . F o r a n y h i s t o r y H ^ , o s p e c i f i e s t h e p o l i c y g i v e n by it i f t h e t a x 

r a t e s ( » _ , . . . , * . . ) h a v e b e e n c h o s e n a c c o r d i n g t o n a n d i f t h e a l l o c a t i o n s 

( X n , . . . , X . ) h a v e b e e n c h o s e n a c c o r d i n g t o X . I f t h e y h a v e n o t , t h e n r e v e r t 

t o t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p o l i c i e s ; t h a t i s , l e t a (ti^) = o ( H t ) . F o r a n y 

h i s t o r y H ^ , t h e a l l o c a t i o n r u l e s F r a n d p r i c i n g f u n c t i o n s p r a n d q r a r e 

d e f i n e d a n a l o g o u s l y . We t h e n h a v e 

P r o p o s i t i o n 4 : (A S e t o f S u s t a i n a b l e O u t c o m e s . ) 

An a r b i t r a r y s e q u e n c e ( n , X , p , q ) i s t h e o u t c o m e o f a s u s t a i n a b l e 

e q u i l i b r i u m i f 

• ( n , X , p , q ) i s a d a t e - 0 c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m 

• f o r e v e r y t t h e f o l l o w i n g i n e q u a l i t y h o l d s : 

( 4 . 6 ) I 8 S U ( C s , L s ) > V ° ( t . l B ) . 
s = t 

P r o o f : S u p p o s e some a r b i t r a r y s e q u e n c e ( w , X , p , q ) s a t i s f i e s t h e t w o c o n d i t i o n s 

j u s t g i v e n . We s h o w t h a t t h e a s s o c i a t e d r e v e r t - t o - c o n s t r a i n e d - R a m s e y p l a n s 

c o n s t i t u t e a s u s t a i n a b l e e q u i l i b r i u m . C o n s i d e r h i s t o r i e s u n d e r w h i c h t h e r e 

h a v e b e e n n o d e v i a t i o n s f r o m ( TT , X ) b e f o r e t i m e t . S i n c e ( n , X , p , q ) i s a 

c o m p e t i t i v e e q u i l i b r i u m a t d a t e 0 , i t i s c l e a r t h a t t h e c o n t i n u a t i o n o f X i s 
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s e q u e n t i a l l y r a t i o n a l f o r c o n s u m e r s . C o n s i d e r t h e s i t u a t i o n o f t h e g o v e r n 

m e n t . C o n f r o n t e d w i t h a l l o c a t i o n r u l e s F r a n d g i v e n t h a t o ° s p e c i f i e s t h e 

c o n s t r a i n e d R a m s e y p o l i c i e s f r o m t + 1 o n , t h e b e s t o n e - s h o t d e v i a t i o n i s 

s i m p l y t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p o l i c i e s a t t . T h u s ( 4 . 6 ) g u a r a n t e e s t h a t a i s 

s e q u e n t i a l l y r a t i o n a l f o r s u c h h i s t o r i e s . 

C o n s i d e r now h i s t o r i e s f o r w h i c h t h e r e h a s b e e n a d e v i a t i o n b e f o r e 

t i m e t . T h e p l a n s ( o r , F r , p r , q r ) s p e c i f y t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p l a n s f r o m 

t h e n o n w a r d . By P r o p o s i t i o n 3 t h e s e p l a n s a r e s e q u e n t i a l l y r a t i o n a l . 0 

5 . U n c e r t a i n t y 

I n t h i s s e c t i o n we e x t e n d t h e a n a l y s i s o f t h e p r e v i o u s s e c t i o n s t o 

a l l o w f o r s t o c h a s t i c g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n . We a r e i n t e r e s t e d i n c o m p a r i n g 

t h e d i f f e r e n c e i n u t i l i t y b e t w e e n t h e R a m s e y a n d t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b 

l e m s . T h i s d i f f e r e n c e g i v e s u s a m e a s u r e o f t h e v a l u e o f a t e c h n o l o g y t h r o u g h 

w h i c h a g o v e r n m e n t c a n c o m m i t i t s p o l i c i e s . We f i n d i t c o n v e n i e n t t o n o r m a l -

i z e t h i s d i f f e r e n c e by d i v i d i n g u t i l i t i e s b y £ f c _ 0 B • 1 ° ° u r c o m p a r i s o n we m a k e 

t w o a s s u m p t i o n s : F i r s t , g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n f o l l o w s a p e r s i s t e n t M a r k o v 

p r o c e s s . S e c o n d , u n d e r t h e R a m s e y p l a n t a x r e v e n u e s a r e s m o o t h e r t h a n g o v e r n 

m e n t c o n s u m p t i o n . G i v e n t h e s e a s s u m p t i o n s , we p r o v e o u r m a i n r e s u l t : W i t h 

l o n g e n o u g h h o r i z o n s a n d s u f f i c i e n t l y l i t t l e d i s c o u n t i n g , t h e d i f f e r e n c e i n 

t h e n o r m a l i z e d v a l u e o f u t i l i t y b e t w e e n t h e s e a l l o c a t i o n s t e n d s t o z e r o . ( I t 

i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t t h i s r e s u l t i s q u i t e d i s t i n c t f r o m t h e f o l k t h e o r e m s 

o f r e p e a t e d g a m e s . ) 

G o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n f o l l o w s a g i v e n s t o c h a s t i c p r o c e s s f o r w h i c h 

t h e r e a l i z a t i o n s u p t o a n d i n c l u d i n g t i m e t a r e d e n o t e d G 1 = ( G Q , . . . , G f c ) . T h e 

p r o b a b i l i t y o f o b s e r v i n g a n y p a r t i c u l a r e v e n t G f c i s u ( G f c ) . T h e i n i t i a l r e a l i 

z a t i o n G Q i s g i v e n . E a c h r e a l i z a t i o n G f c i s a s s u m e d t o b e i n a f i n i t e s e t 

{y.,... , w i t h y < . . . < y . T h e r e i s n o o t h e r u n c e r t a i n t y i n t h e e c o n -
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o m y , s o t h e c o m m o d i t y s p a c e i s t h e s p a c e o f i n f i n i t e s e q u e n c e s ( c , 8 , ) = 

{ c t ( G t ) , 2 , t ( G t ) | f o r a l l t a n d G t } , w h e r e c t ( G f c ) a n d « . f c (G f c ) a r e c o n t i n g e n t o n 

t h e e v e n t s G f c . L e t ( C , L ) d e n o t e t h e a g g r e g a t e a l l o c a t i o n . We d e f i n e s i m i l a r 

o b j e c t s f o r t h e p o l i c y IT a n d p r i c e s y s t e m s p a n d q . 

An a g g r e g a t e a l l o c a t i o n i s f e a s i b l e i f 

( 5 . 1 ) C . ( G f c ) + G = L . ( G f c ) , f o r a l l t a n d G t . 

T h e p r e f e r e n c e s o f e a c h a g e n t a r e g i v e n by t h e e x p e c t e d u t i l i t y f u n c t i o n 

( 5 . 2 ) I I 6 t u ( G t ) U ( c , ( G f c ) , H . ( G t ) ) . 
t t 
C G C 

T h e b u d g e t c o n s t r a i n t o f t h e r e p r e s e n t a t i v e c o n s u m e r a t t i m e 0 i s 

( 5 - 3 ) I I P t ( G t ) [ c t . ( G t ) - ( l - x t ( G t ) ) l t ( G t ) ) ] = 0 . 

1 G f c 

T h e s e q u e n t i a l c o n s t r a i n t s f o r a g g r e g a t e a l l o c a t i o n s a n d g o v e r n m e n t p o l i c i e s 

a n d t h e n o - a r b i t r a g e c o n d i t i o n s a r e t h e o b v i o u s s t o c h a s t i c a n a l o g u e s o f ( 1 . 3 ) , 

( 1 . 4 ) , a n d ( 1 . 6 ) . N o t e t h a t t h e i m p l i e d d e b t i s s u e s a r e now c o n t i n g e n t o n t h e 

e v e n t s G f c . I t i s i m m e d i a t e t h a t t h e Ramsey e q u i l i b r i u m a l l o c a t i o n s m a x i m i z e 

t h e a g g r e g a t e v a l u e o f u t i l i t y , s u b j e c t t o ( 5 . 1 ) a n d 

( 5 . 4 ) I I 6 t y ( G f c ) R . ( G t ) = 0 , 

t G t 

w h e r e R t ( G t ) = U c C t ( G f c ) + U a L t ( G t ) a n d t h e d e r i v a t i v e s o f U a r e e v a l u a t e d a t 

C f c ( G t ) a n d L f c ( G f c ) . 

T h e f i r s t - o r d e r c o n d i t i o n s f o r t h i s p r o b l e m a r e ( 5 . 1 ) , ( 5 . 4 ) , a n d 

f o r a l l t a n d G f c , 

( 5 . 5 ) O + X 0 ) ( W • X 0 [ C t ( G f c ) ( U c c + U c a ) + L t ( G f c ) ( U c £ + U u ) ] = 0 , 
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w h e r e X Q i s t h e L a g r a n g e m u l t i p l i e r o n ( 5 . 4 ) . C l e a r l y t h e a l l o c a t i o n s t h a t 

s o l v e t h i s p r o b l e m d e p e n d o n o n l y t h e c u r r e n t v a l u e o f g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n 

G t a n d t h e m u l t i p l i e r x Q . S u p p r e s s i n g t h e m u l t i p l i e r , we l e t R ( G t ) d e n o t e t h e 

v a l u e o f t h e g o v e r n m e n t s u r p l u s ( i n m a r g i n a l u t i l i t y u n i t s ) u n d e r t h e R a m s e y 

a l l o c a t i o n s . We w i l l u s e t h e f a c t t h a t R( • ) i s t i m e i n v a r i a n t i n t h e n e x t 

p r o p o s i t i o n . 

N e x t we i n c o r p o r a t e u n c e r t a i n t y i n t h e e n v i r o n m e n t w i t h o u t c o m m i t 

men t by l e t t i n g t h e h i s t o r i e s H f c a n d H 1 t a l s o i n c l u d e t h e p a s t r e a l i z a t i o n s o f 

g o v e r n m e n t s p e n d i n g G f c . F o r s u c h a n e n v i r o n m e n t i t i s i m m e d i a t e t o s h o w t h a t 

t h e s u s t a i n a b l e o u t c o m e s s o l v e t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p r o b l e m . F o r a n y v e c t o r 

o f i n h e r i t e d d e b t fc_1B(Gt_1), t h i s p r o b l e m i s t o c h o o s e ( C g ( G s ) » L s ( G s ) } f o r 

a l l s = t , T , t o s o l v e 

T 

( 5 . 6 ) max I I 8 S u ( G S | G t ) U ( C = ( G S ) , L i j ( G S ) ) 
s = t G s 

s u b j e c t t o ( 5 . 1 ) a s w e l l a s 

T T 
( 5 . 7 ) I I 8 S i i ( G S | G t ) R s ( G S ) > m i n ( J £ 8 S y ( G S | G t ) U c ^ ^ ( G 3 ) , 0 ] 

S = t g S s = t ^ s 

a n d 

T 
( 5 . 8 ) I I 8 S y ( G s J G C ) R g ( G S ) < 0 , f o r r = t + 1 , . . . , T 

s = r G s 

w h e r e y ( G s | G t ) d e n o t e s t h e c o n d i t i o n a l p r o b a b i l i t y o f G s g i v e n G f c . 

I n o u r c o m p a r i s o n o f t h e R a m s e y a n d t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y a l l o c a 

t i o n s , we w i l l u s e t w o a s s u m p t i o n s . 

A s s u m p t i o n 1 : G o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n f o l l o w s a s t a t i o n a r y M a r k o v p r o c e s s w i t h 

s t r i c t l y p o s i t i v e e l e m e n t s . F u r t h e r m o r e , i t i s p e r s i s t e n t i n t h a t 

P r o b { G < Y | G } i s a d e c r e a s i n g f u n c t i o n o f G t f o r a l l Y -
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L e t u . . . = P r o b ( G , _ , = Y . | G = Y . ) . N o t e t h a t t h e p e r s i s t e n c e c o n d i t i o n 
l j t+1 j 1 t 1 r 

r e q u i r e s t h a t h i g h e r v a l u e s o f g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n a t t g i v e s t o c h a s t i c a l l y 

l a r g e r v a l u e s o f g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n a t t + 1. 

A s s u m p t i o n 2 : T h e v a l u e o f t h e g o v e r n m e n t s u r p l u s u n d e r t h e R a m s e y p l a n , 

R ( G f c ) , i s d e c r e a s i n g i n G f c . 

T h i s a s s u m p t i o n r e q u i r e s t h a t t h e v a l u e o f t a x r e v e n u e s be s m o o t h e r 

t h a n t h e v a l u e o f g o v e r n m e n t s p e n d i n g . I n t h e n e x t s e c t i o n , we g i v e s e v e r a l 

e x a m p l e s f o r w h i c h t h e a s s u m p t i o n i s s a t i s f i e d . 

I n t h e p r o p o s i t i o n t h a t f o l l o w s we u s e t h e n o r m a l i z e d v a l u e o f 

u t i l i t y t o c o m p a r e a l l o c a t i o n s . F o r a n y a l l o c a t i o n ( C , L ) , t h e n o r m a l i z e d 

v a l u e o f u t i l i t y i s 

T T 
I I 8 f c

1 i ( G t ) U ( C . ( G t ) , L . ( G f c ) ) / I 6 f c . 
t = 0 „ t t =0 

P r o p o s i t i o n 5 : ( T h e V a l u e o f C o m m i t m e n t . ) 

G i v e n A s s u m p t i o n s 1 a n d 2 a n d a n y e > 0 , t h e r e i s s o m e h o r i z o n 

l e n g t h T < <*> a n d some d i s c o u n t f a c t o r 8 < 1 s u c h t h a t t h e d i f f e r e n c e i n t h e 

n o r m a l i z e d v a l u e o f u t i l i t i e s u n d e r t h e Ramsey a n d t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y 

a l l o c a t i o n s i s , a t m o s t , e . 

P r o o f : U n d e r o u r a s s u m p t i o n s , a u s e f u l f e a t u r e o f t h e R a m s e y a l l o c a t i o n s i s 

t h a t t h e p r e s e n t v a l u e o f t h e g o v e r n m e n t s u r p l u s a t a n y d a t e t i s p o s i t i v e i f 

a n d o n l y i f G f c < G Q . ( O f c o u r s e t h e p r e s e n t v a l u e o f t h i s s u r p l u s i s e q u a l t o 

t h e v a l u e o f t h e i n h e r i t e d d e b t . ) T o s e e t h i s , c o n s i d e r t h e p r e s e n t v a l u e o f 

t h e g o v e r n m e n t s u r p l u s a t d a t e t w i t h G f c e q u a l t o s o m e y ^ . U s i n g A s s u m p t i o n 1 

a n d t h e f a c t t h a t t h e g o v e r n m e n t s u r p l u s f u n c t i o n R i s t i m e i n v a r i a n t , we c a n 

w r i t e t h i s p r e s e n t v a l u e a s 
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( 5 . 9 ) R ( Y f c ) + 6 I u k . [ R ( Y i ) + B I M i j R ( Y j ) + . . . ] • 

L e t G Q = y . F r o m ( 5 . 4 ) i t f o l l o w s t h a t t h e R a m s e y p l a n s a t i s f i e s 

( 5 . 1 0 ) R ( Y ) • 6 I M t l ( R ( Y i ) + B I U n R ( Y 1 ) + • • • ] = 0 . 
i J 

S u b t r a c t i n g t h e l e f t s i d e o f ( 5 . 1 0 ) f r o m ( 5 . 9 ) g i v e s 

( 5 . 1 D R ( y k ) - R(y%) • B I u k i R ( Y i ) - B I U 1 1 R ( Y 1 ) . 

S u p p o s e y. > y . T h e n , s i n c e R i s d e c r e a s i n g a n d t h e c o n d i t i o n a l d i s t r i b u t i o n 

\i. s t o c h a s t i c a l l y d o m i n a t e s u , t h e e x p r e s s i o n i n ( 5 . 1 1 ) i s n o n p o s i t i v e . I t 

f o l l o w s t h a t t h e e x p r e s s i o n i n ( 5 . 9 ) i s n o n p o s i t i v e . L i k e w i s e , i f y^ < Y ^ , 

t h e n ( 5 . 9 ) i s n o n n e g a t i v e . 

S u p p o s e f i r s t t h a t G Q = Y ^ . By t h e a b o v e a r g u m e n t t h e R a m s e y a l l o 

c a t i o n s s a t i s f y ( 5 . 8 ) . H e n c e , t h e Ramsey a n d t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y a l l o c a 

t i o n s c o i n c i d e . 

S u p p o s e n e x t t h a t G Q > y.. C o n s i d e r t h e f o l l o w i n g p l a n : b a l a n c e 

t h e b u d g e t c o n t i n u o u s l y u n t i l t h e f i r s t r e a l i z a t i o n o f Y « I s a y a t d a t e t , a n d 

f o l l o w t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p l a n f r o m t h e n o n . C l e a r l y t h i s p l a n y i e l d s 

l o w e r u t i l i t y t h a n t h e d a t e - 0 c o n s t r a i n e d R a m s e y p l a n . Now, b y t h e a b o v e 

a r g u m e n t , t h e v a l u e o f t h e i n h e r i t e d d e b t a t Y 1 i s p o s i t i v e u n d e r t h e R a m s e y 

p l a n . T h i s i m p l i e s t h a t t h e p r e s e n t v a l u e o f u t i l i t y f r o m d a t e t o n u n d e r t h e 

d a t e - t c o n s t r a i n e d Ramsey p l a n i s h i g h e r t h a n t h e p r e s e n t v a l u e o f u t i l i t y 

u n d e r t h e o r i g i n a l Ramsey p l a n . T h u s t h e d i f f e r e n c e i n u t i l i t y b e t w e e n t h e 

Ramsey p l a n a n d t h e d a t e - 0 c o n s t r a i n e d R a m s e y p l a n i s b o u n d e d by t h e u t i l i t y 

l o s t u n t i l t h e f i r s t r e a l i z a t i o n o f Y « -

We c a n c o m p u t e a n u p p e r b o u n d f o r t h i s u t i l i t y l o s s a s f o l l o w s . L e t 

u d e n o t e t h e s m a l l e s t v a l u e o f u . . f o r i = 1 , K . L e t u d e n o t e t h e g r e a t 

e s t p o s s i b l e d i f f e r e n c e i n t w o u t i l i t y l e v e l s i n a n y p e r i o d . T h e n t h e u t i l i t y 

l o s s i s b o u n d e d by 
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1 6 t ( 1 - u ) t G 
t=0 

w h i c h i n n o r m a l i z e d u t i l i t y t e r m s c a n b e w r i t t e n a s 

, 5 . 1 2 , i l ^ g L l A ^ i . 

( i_s ' ~ s ^ v ' 

N o w , b y h y p o t h e s i s , u > 0 a n d u < «°. T h u s f o r a n y e > 0 , we c a n f i n d a d i s 

c o u n t f a c t o r s < 1 a n d h o r i z o n l e n g t h T s u c h t h a t t h e n o r m a l i z e d u t i l i t y l o s s 

i s l e s s t h e n e . 0 

T h u s , we h a v e e s t a b l i s h e d t h a t t h e v a l u e o f a c o m m i t m e n t t e c h n o l o g y 

b e c o m e s a r b i t r a r i l y s m a l l a s t h e h o r i z o n i n c r e a s e s a n d t h e d i s c o u n t f a c t o r 

a p p r o a c h e s o n e . 

6 . E x a m p l e s 

I n t h i s s e c t i o n we c o n s i d e r s e v e r a l e x a m p l e s . E x a m p l e s 1 -3 a r e 

p a r a m e t r i c e x a m p l e s f o r w h i c h t h e s u r p l u s f u n c t i o n R ( G t ) i s d e c r e a s i n g i n 

G f c . E x a m p l e s 4 - 7 a r e s i m p l e d e t e r m i n i s t i c e x a m p l e s w h i c h i l l u s t r a t e t h e l o g i c 

b e h i n d P r o p o s i t i o n 4 . We b e g i n w i t h a s i m p l e q u a d r a t i c e x a m p l e . 

E x a m p l e 1 : L e t U be q u a d r a t i c . M a n i p u l a t i n g t h e f i r s t - o r d e r c o n d i t i o n s t o 

t h e R a m s e y p r o b l e m , o n e c a n s h o w t h a t 

R ( G ) = a Q - a , G - <» 2 G 2 

w h e r e t h e a r e c o n s t a n t s w i t h > 0 a n d 

° n = ~ ( U U - U ? ) / ( U +2U + U ) . 
2 c c U cl t c c e n %% 

( S e e A p p e n d i x 1 o f L u c a s a n d S t o k e y ( 1 9 8 3 ) f o r d e t a i l s . ) S i n c e we h a v e a s 

sumed t h a t U i s c o n c a v e a n d c o n s u m p t i o n a n d l e i s u r e a r e n o r m a l g o o d s , we h a v e 

t h a t a 2 t 0 . T h u s R ( • ) i s a d e c r e a s i n g f u n c t i o n . 
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We c o n s i d e r n e x t a u t i l i t y f u n c t i o n w i t h c o n s t a n t r e l a t i v e r i s k 

a v e r s i o n i n b o t h g o o d s . I n a d d i t i o n t o p r o v i d i n g a n e x a m p l e f o r w h i c h o u r 

a s s u m p t i o n i s s a t i s f i e d , t h i s n e x t e x a m p l e i s i n t e r e s t i n g i n i t s own r i g h t . 

F o r s u c h a u t i l i t y f u n c t i o n t h e r e i s p e r f e c t t a x s m o o t h i n g i n t h e s e n s e t h a t 

t h e R a m s e y t a x r a t e s a r e c o n s t a n t . 

E x a m p l e 2 : L e t U b e g i v e n by 

1-ct. l - c ^ 

U ( C , L ) = $ a _ If — . 
1 - a 1 3 1 - <*2 

N o t e t h a t > 0 a n d , f r o m c o n c a v i t y , we h a v e > 0 a n d a 2 ^ 0 . G i v e n t h e 

a d d i t i v e s e p a r a b i l i t y o f U , we c a n m a n i p u l a t e t h e f i r s t - o r d e r c o n d i t i o n s ( 5 . 5 ) 

t o g e t 

C U L 0 
(6.1) (Hx0)xt + xQ JLS£-(i-t ) JLii = 0 

c a 

w h e r e we h a v e s u p p r e s s e d d e p e n d e n c e o n G f c a n d h a v e l e t t f c = 1 + ^ ^ c - S u b 

s t i t u t i n g f o r t h e d e r i v a t i v e s o f U i n ( 6 . 1 ) , we h a v e t h a t t a x r a t e s a r e c o n 

s t a n t o v e r t i m e a n d i n d e p e n d e n t o f t h e c u r r e n t r e a l i z a t i o n o f g o v e r n m e n t 

c o n s u m p t i o n . D i f f e r e n t i a t i n g R ( G ) g i v e s 

R ' ( G ) = [ C U c c + U c ] C ' ( G ) • [ L U a i + U j L ' ( G ) . 

A g a i n , s u b s t i t u t i n g f o r t h e d e r i v a t i v e s o f U we g e t , 

(6.2) R ' ( G ) = ( 1 - o j U C ' ( G ) + ( 1 - a . ) U L ' ( G ) . 

1 c d 1 

We a l s o h a v e t h a t C + G = L a n d 

U 

(6.3) - j j* = ( 1 - T ) 
c 

w h e r e T i s a c o n s t a n t . G i v e n t h e a s s u m e d u t i l i t y f u n c t i o n , (6.3) i m p l i e s 
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( 6 . 4 ) o 2 L ' ( G ) / L = a]C'(G)/C 

a n d f r o m f e a s i b i l i t y we h a v e C ' ( G ) + 1 = L ' ( G ) . S i n c e a 1 > 0 , a n d a 2 < 0 , we 

h a v e t h a t C ' ( G ) < 0 a n d L ' ( G ) > 0 . F u r t h e r m o r e , s u b s t i t u t i n g ( 6 . 4 ) i n t o 

( 6 . 2 ) g i v e s 

R ' ( G ) = [ o 1 ( 1 - o 1 ) - a 2 ( 1 - a 2 ) ( 1 - T ) C / L ] U c C « ( G ) / o r 

Now s i n c e t h e t a x r a t e i s c o n s t a n t a n d t h e p r e s e n t v a l u e o f g o v e r n m e n t c o n 

s u m p t i o n i s p o s i t i v e , we know x > 0 . T h u s , a s u f f i c i e n t c o n d i t i o n f o r R t o b e 

d e c r e a s i n g i s aAl-a^) > o _ ( 1 - a 2 ) . S i n c e a 2 5 0 , R i s d e c r e a s i n g w h e n e v e r t h e 

c o e f f i c i e n t o f r e l a t i v e r i s k a v e r s i o n a 1 < 1. E v e n i f a , > 1 , R w i l l b e 

d e c r e a s i n g i f a 2 i s n e g a t i v e e n o u g h . 

N o t e t h a t f o r t h e l o g c a s e , U ( C , L ) = I n C - I n L , R ( G ) i s a l w a y s 

d e c r e a s i n g . 

E x a m p l e 3 : C o n s i d e r 

a a 
U ( C , L ) = C L c 

w i t h a 1 > 0 a n d a 2 < 0 . T h e same t y p e o f a r g u m e n t s a s i n E x a m p l e 2 i m p l y t h a t 

R ( G ) i s a l w a y s d e c r e a s i n g . 

We now c o n s i d e r s e v e r a l s i m p l e d e t e r m i n i s t i c e x a m p l e s w h i c h h e l p 

i l l u s t r a t e t h e i n t u i t i o n b e h i n d P r o p o s i t i o n 4 . I n E x a m p l e 4 t h e r e i s n o t i m e 

c o n s i s t e n c y p r o b l e m w h a t s o e v e r : t h e Ramsey a l l o c a t i o n s a r e s u s t a i n a b l e . 

E x a m p l e 4 : L e t T = °>. L e t G f c = 0 , f o r t e v e n , a n d G f c = Y , f o r t o d d . L e t U 

b e a s i n E x a m p l e s 1-3 s o t h a t R ( G f c ) i s d e c r e a s i n g . I t i s i m m e d i a t e t h a t u n d e r 

t h e R a m s e y p l a n , t h e b u d g e t i s b a l a n c e d o v e r e a c h t w o - p e r i o d c y c l e ; t h u s , 

R ( 0 ) + B R ( Y ) = 0 . 
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S i n c e R ( G t ) i s d e c r e a s i n g , R ( 0 ) i s p o s i t i v e a n d R ( y ) i s n e g a t i v e . F o r t e v e n , 

r ° _ . e f c R ( G . ) = 0 a n d f o r t o d d , Y"_ 6 t R ( G ) = R ( y ) < 0 . T h i s i m p l i e s t h e 

Ramsey a l l o c a t i o n s s o l v e t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p r o b l e m . F r o m P r o p o s i t i o n 3 , 

t h e R a m s e y a l l o c a t i o n s a r e s u s t a i n a b l e . 

We c a n u s e t h e i n f i n i t e h o r i z o n v e r s i o n o f ( 3 - 1 0 ) t o c a l c u l a t e t h e 

d e b t i s s u e s . F o r t e v e n , 

t B t + 1 = R ( Y ) / U c ( C ( y ) , L ( Y ) ) < 0 

a n d fcBs = 0 , f o r a l l s > t + 2 . F o r t o d d , t B g = 0 , f o r a l l s > t . N o t i c e 

t h a t t h e d e b t i s s u e s a r e a l w a y s n o n p o s i t i v e . 

I n t h e n e x t e x a m p l e , a s l i g h t v a r i a n t o f E x a m p l e 4 , t h e r e i s a t i m e 

c o n s i s t e n c y p r o b l e m , b u t t h e v a l u e o f a c o m m i t m e n t t e c h n o l o g y i s n o t v e r y 

l a r g e . 

E x a m p l e 5 : L e t T = » . L e t G f c = Y , f o r t e v e n , a n d G f c = 0 , f o r t o d d . L e t U 

be a s i n E x a m p l e s 1 - 3 . L e t R ( G f c ) d e n o t e t h e s u r p l u s f u n c t i o n f o r t h i s p a t t e r n 

o f g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n . U n d e r t h e R a m s e y p l a n , 

R ( Y ) + 6 R ( 0 ) = 0 . 

F o r t e v e n , J " , B t R ( G . ) = R { 0 ) > 0 a n d f o r t o d d , 8 f c R ( G ) = 0 . T h u s t h e 
^ r = t t r - u t y 

R a m s e y a l l o c a t i o n s d o n o t s o l v e t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y p r o b l e m s . N o t i c e t h a t 

t h e d e b t i s s u e s a r e a s f o l l o w s . F o r t e v e n , 

fcBt+1 = R ( 0 ) / U c ( C ( 0 ) , L ( 0 ) ) > 0 

and , B = 0 , f o r a l l s > t + 2 . F o r t o d d , B = 0 , f o r a l l s > t . 
t s t s 

C o n s i d e r t h e f o l l o w i n g p o l i c y . B a l a n c e t h e b u d g e t i n p e r i o d 0 a n d 

f o l l o w t h e c o n s t r a i n e d R a m s e y a l l o c a t i o n s f r o m d a t e 1 o n w a r d . F r o m E x a m p l e 4 , 
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we know t h a t f r o m d a t e 1 o n w a r d t h i s p o l i c y g i v e s t h e Ramsey a l l o c a t i o n s o f 

t h a t e x a m p l e . T h u s , t h e u t i l i t y d i f f e r e n c e b e t w e e n t h i s p l a n a n d t h e o r i g i n a l 

Ramsey p l a n i s a t m o s t t h e u t i l i t y l o s t f r o m b a l a n c i n g t h e b u d g e t i n t h e f i r s t 

p e r i o d . 

I n E x a m p l e s 4 a n d 5 , g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n f o l l o w e d a t w o - p e r i o d 

c y c l e . We now c o n s i d e r e x a m p l e s w h e r e i t f o l l o w s a K - p e r i o d c y c l e . 

E x a m p l e 6 : L e t G = y f o r t = n k , w h e r e k = 1, K , a n d t h e i n t e g e r 

n > 0 . L e t Y , < < . . . < lv• N o t i c e t h a t g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n m o n o -

t o n i c a l l y i n c r e a s e s o v e r e a c h K - p e r i o d c y c l e . L e t U b e s u c h t h a t R i s d e 

c r e a s i n g . U n d e r t h e R a m s e y p l a n t h e b u d g e t i s b a l a n c e d o v e r e a c h c y c l e s o 

t h a t 

I s k R ( Y K ) = 0 . 
k=1 K 

S i n c e R ( - ) i s d e c r e a s i n g , we know t h a t 

K 

I 8 * R ( Y k ) < 0 , f o r r = 2 , . . . , K . 
k= r 

T h u s t h e R a m s e y p l a n c o i n c i d e s w i t h t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p l a n , a n d t h e r e i s 

no t i m e c o n s i s t e n c y p r o b l e m . 

E x a m p l e 7 : C o n s i d e r t h e same p a t t e r n o f g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n a s i n e x a m p l e 

6 , e x c e p t l e t g o v e r n m e n t c o n s u m p t i o n s t a r t a t some Y j - T h a t i s , l e t G f c 

- Y f c + j f o r t - 1, K - J , a n d C , . + j = y^ f o r t = n k , w h e r e k - 1 , K , 

a n d t h e i n t e g e r n > 1 . A g a i n , u n d e r t h e R a m s e y p l a n t h e b u d g e t i s b a l a n c e d 

o v e r e a c h K - p e r i o d c y c l e : 

R(Yj) + 6R(Yj+i) + ... + B h ( y ^ ) - 0 . 
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N o t i c e t h a t f o r a p p r o p r i a t e l y c h o s e n J , t h e d e b t w i l l b e p o s i t i v e u n d e r t h e 

Ramsey p l a n . Now c o n s i d e r a p o l i c y s i m i l a r t o t h e o n e u s e d i n P r o p o s i t i o n 

5 : b a l a n c e t h e b u d g e t f r o m p e r i o d 0 t h r o u g h p e r i o d K - J a n d f o l l o w t h e ( d a t e 

K - J + 1 ) c o n s t r a i n e d R a m s e y p l a n f r o m t h e n o n . C l e a r l y t h i s c o n s t r a i n e d R a m s e y 

p l a n i s s i m p l y t h e R a m s e y p l a n o f E x a m p l e 6. T h u s , t h e u t i l i t y d i f f e r e n c e 

b e t w e e n t h e o r i g i n a l R a m s e y p l a n a n d t h e c o n s t r a i n e d Ramsey p l a n i s b o u n d e d by 

t h e u t i l i t y l o s t i n t h e f i r s t K - J p e r i o d s . 

7 . C o n c l u s i o n 

I n t h i s p a p e r we h a v e a n a l y z e d t h e i n c e n t i v e s o f t h e g o v e r n m e n t t o 

r e n e g e o n i t s d e b t s . We c o m p l e t e l y c h a r a c t e r i z e d t h e s e t o f s u s t a i n a b l e 

o u t c o m e s when t h e h o r i z o n i s f i n i t e . A s o m e w h a t s u r p r i s i n g c o n c l u s i o n o f t h i s 

a n a l y s i s i s t h a t u n d e r p l a u s i b l e a s s u m p t i o n s , t h e v a l u e o f a c o m m i t m e n t t e c h 

n o l o g y b e c o m e a r b i t r a r i l y s m a l l a s t h e h o r i z o n b e c o m e s l o n g a n d t h e d i s c o u n t 

f a c t o r a p p r o a c h e s u n i t y . We h a v e a l s o g i v e n s u f f i c i e n t c o n d i t i o n s f o r a n 

a r b i t r a r y s e q u e n c e o f p r i c e s , p o l i c i e s , a n d a l l o c a t i o n s t o b e s u s t a i n a b l e w h e n 

t h e h o r i z o n i s i n f i n i t e . 

A v e n u e s f o r f u r t h e r r e s e a r c h i n c l u d e u s i n g t h e t e c h n i q u e s d e v e l o p e d 

h e r e a n d i n C h a r i - K e h o e ( 1 9 8 8 ) t o a n a l y z e c a p i t a l t a x a t i o n a n d i n t e r n a t i o n a l 

b o r r o w i n g a n d l e n d i n g . We p l a n t o a d d r e s s t h e s e i s s u e s i n f u t u r e w o r k . 
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F o o t n o t e s 

' F o r some f u r t h e r w o r k u s i n g t h e m o d e l o f L u c a s a n d S t o k e y , s e e 

A l e s i n a a n d T a b e l l i n i ( 1 9 8 7 ) , P e r s s o n a n d S v e n s s o n ( 1 9 8 4 ) , P e r s s o n ( 1 9 8 7 ) , 

P e r s s o n a n d S v e n s s o n ( 1 9 8 7 ) , a n d R o g e r s ( 1 9 8 7 ) . F o r some o t h e r w o r k o n o p t i 

m a l t a x a t i o n a n d d e b t , s e e B a r r o (1979)- F o r some e a r l y w o r k o n t i m e c o n s i s 

t e n c y , s e e K y d l a n d a n d P r e s c o t t (1977), P r e s c o t t (1977), C a l v o ( 1 9 7 8 ) , F i s c h e r 

( 1 9 8 0 ) . F o r m o r e r e c e n t d e v e l o p m e n t s , s e e t h e s u r v e y s by B a r r o ( 1 9 8 5 ) a n d 

R o g o f f ( 1 9 8 7 ) . 

I n a n i n t e r e s t i n g p a p e r , B u l o w a n d R o g o f f ( 1 9 8 8 ) i n v e s t i g a t e d t h e 

i m p l i c a t i o n s o f a l l o w i n g f o r n e g a t i v e d e b t i n a n o p e n e c o n o m y s e t t i n g . S e e 

a l s o A t k e s o n ( 1 9 8 7 ) a n d G r o s s m a n a n d V a n H u y c k ( 1 9 8 6 ) . 



- 3 8 -

R e f e r e n c e s 

A b r e u , D i l i p . 1 9 8 4 . I n f i n i t e l y r e p e a t e d games w i t h d i s c o u n t i n g : a g e n e r a l 

t h e o r y . H a r v a r d U n i v e r s i t y D i s c u s s i o n P a p e r 1 0 8 3 . 

A l e s i n a , A l b e r t o a n d G u i d o T a b e l l i n i . 1 9 8 7 . A p o s i t i v e t h e o r y o f f i s c a l 

d e f i c i t s a n d g o v e r n m e n t d e b t . C a r n e g i e - M e l l o n U n i v e r s i t y . P h o t o c o p y . 

A t k e s o n , A n d r e w . 1 9 8 7 . T i m e c o n s i s t e n c y i n a m a c r o e c o n o m i c m o d e l . S t a n f o r d 

U n i v e r s i t y . P h o t o c o p y . 

B a r r o , R o b e r t J . 1 9 7 9 . On t h e d e t e r m i n a t i o n o f t h e p u b l i c d e b t . J o u r n a l o f 

P o l i t i c a l E c o n o m y 87 ( 5 , P t . 1 ) : 9 4 0 - 7 1 . 

. 1 9 8 5 . R e c e n t d e v e l o p m e n t s i n t h e t h e o r y o f r u l e s v e r s u s 

d i s c r e t i o n . U n i v e r s i t y o f R o c h e s t e r W o r k i n g P a p e r 1 2 . 

B a r r o , R o b e r t J . , a n d D a v i d B . G o r d o n . 1983. R u l e s , d i s c r e t i o n a n d r e p u t a 

t i o n i n a m o d e l o f m o n e t a r y p o l i c y . J o u r n a l o f M o n e t a r y E c o n o m i c s 12 

( 1 ) : 1 0 1 - 2 1 . 

B u l o w , J e r e m y , a n d K e n n e t h R o g o f f . 1 9 8 8 . S o v e r e i g n d e b t : I s t o f o r g i v e t o 

f o r g e t ? S t a n f o r d U n i v e r s i t y . P h o t o c o p y . 

C a l v o , G u i l l e r m o A . 1 9 7 8 . On t h e t i m e c o n s i s t e n c y o f o p t i m a l p o l i c y i n a 

m o n e t a r y e c o n o m y . E c o n o m e t r i c a 4 6 ( 6 ) : 1 4 1 1 - 2 8 . 

C h a r i , V . V . , a n d P a t r i c k J . K e h o e . 1 9 8 7 a . S u s t a i n a b l e p l a n s a n d p o s i t i v e 

d e b t . R e s e a r c h D e p a r t m e n t W o r k i n g P a p e r 3 5 4 . F e d e r a l R e s e r v e B a n k o f 

M i n n e a p o l i s . 

. 1 9 8 7 b . S u s t a i n a b l e p l a n s . R e s e a r c h D e p a r t m e n t W o r k i n g 

P a p e r 3 7 7 . F e d e r a l R e s e r v e B a n k o f M i n n e a p o l i s . 
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